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复习导引

本讲义围绕第十章多元函数积分学的四类期末高频考点展开：

1. 二重积分的概念与性质；

2. 二重积分的计算；

3. 三重积分的计算；

4. 重积分的应用。
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1 考点一：二重积分的概念与性质

知识点汇总

1. 几何意义：若 𝑓 (𝑥,𝑦) ≥ 0，则 ∬
𝐷
𝑓 (𝑥,𝑦) d𝜎

表示以 𝐷 为底、曲面 𝑧 = 𝑓 (𝑥,𝑦) 为顶的曲顶柱体体积。特别地，∬
𝐷
1 d𝜎 = 𝑆𝐷

表示区域 𝐷 的面积。

2. 线性性质： ∬
𝐷
[𝑎𝑓 (𝑥,𝑦) + 𝑏𝑔(𝑥,𝑦)] d𝜎 = 𝑎

∬
𝐷
𝑓 (𝑥,𝑦) d𝜎 + 𝑏

∬
𝐷
𝑔(𝑥,𝑦) d𝜎.

3. 区域可加性：若 𝐷 = 𝐷1 ∪ 𝐷2，且 𝐷1, 𝐷2无公共内点，则∬
𝐷
𝑓 d𝜎 =

∬
𝐷1

𝑓 d𝜎 +
∬

𝐷2

𝑓 d𝜎.

4. 比较性质：若在 𝐷 上 𝑓 (𝑥,𝑦) ≤ 𝑔(𝑥,𝑦)，则∬
𝐷
𝑓 d𝜎 ≤

∬
𝐷
𝑔 d𝜎.

判断大小题常先比较被积函数，再积分。

5. 奇偶对称性：
区域对称 被积函数奇性 积分

𝐷 关于𝑦 轴对称 𝑓 (−𝑥,𝑦) = −𝑓 (𝑥,𝑦) 0

𝐷 关于𝑥 轴对称 𝑓 (𝑥,−𝑦) = −𝑓 (𝑥,𝑦) 0

若区域关于原点或直线 𝑦 = 𝑥 对称，还可结合变量替换或轮换对称性化简。

6. 常用均值思想：若 𝑓 在闭区域 𝐷 上连续，则存在 (𝜉, 𝜂) ∈ 𝐷，使∬
𝐷
𝑓 (𝑥,𝑦) d𝜎 = 𝑓 (𝜉, 𝜂)𝑆𝐷 .
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经典例题讲解

1. 根据二重积分的性质，∬
𝐷
(𝑥 + 𝑦) d𝑥 d𝑦 = , 𝐷 = {(𝑥,𝑦) | 𝑥2 + 𝑦2 ≤ 𝑎2}.

2. 设
𝐼1 =

∬
𝐷
cos

√
𝑥2 + 𝑦2 d𝜎, 𝐼2 =

∬
𝐷
cos(𝑥2 + 𝑦2) d𝜎,

𝐼3 =
∬

𝐷
cos

(
(𝑥2 + 𝑦2)2

)
d𝜎, 𝐷 = {(𝑥,𝑦) | 𝑥2 + 𝑦2 ≤ 1},

则三者大小关系为（ ）。

(A) 𝐼3 > 𝐼2 > 𝐼1 (B) 𝐼1 > 𝐼2 > 𝐼3 (C) 𝐼2 > 𝐼1 > 𝐼3 (D) 𝐼3 > 𝐼1 > 𝐼2

3. 计算 ∬
𝐷
[sin(𝑥𝑦2) + sin(𝑥2𝑦) + 2] d𝜎, 𝐷 = {(𝑥,𝑦) | 𝑥2 + 𝑦2 ≤ 1}.
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例题变式

1. 设 𝐷 为圆环 1 ≤ 𝑥2 + 𝑦2 ≤ 4，求 ∬
𝐷
(𝑥3 + 𝑦3 + 1) d𝜎.

2. 设 𝐷 = {(𝑥,𝑦) | 𝑥2 + 𝑦2 ≤ 𝑎2}，比较∬
𝐷
𝑒−(𝑥

2+𝑦2) d𝜎 与
∬

𝐷

1

1 + 𝑥2 + 𝑦2
d𝜎

的大小。
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2 考点二：二重积分的计算

知识点汇总

1. 直角坐标下的二重积分：

𝐷 = {(𝑥,𝑦) | 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏, 𝜑1(𝑥) ≤ 𝑦 ≤ 𝜑2(𝑥)},

则 ∬
𝐷
𝑓 (𝑥,𝑦) d𝜎 =

∫ 𝑏

𝑎
d𝑥

∫ 𝜑2 (𝑥)

𝜑1 (𝑥)
𝑓 (𝑥,𝑦) d𝑦.

若区域更适合用 𝑦 作外层变量，也可写成∫ 𝑑

𝑐
d𝑦

∫ 𝜓2 (𝑦)

𝜓1 (𝑦)
𝑓 (𝑥,𝑦) d𝑥 .

2. 交换积分顺序：先根据积分限画出或还原区域 𝐷，再重新选择外层变量。若水平或竖直穿线时

边界发生变化，需要分段。

3. 极坐标变换：
𝑥 = 𝑟 cos𝜃, 𝑦 = 𝑟 sin𝜃, d𝑥 d𝑦 = 𝑟 d𝑟 d𝜃 .

圆、扇形、圆环、含 𝑥2 + 𝑦2 的被积函数通常优先考虑极坐标。课堂做题三步：先定 𝜃，再定 𝑟，最

后把被积函数和面积元一起替换，特别不要漏掉雅可比因子 𝑟。

4. 常见区域极坐标形式：

区域 极坐标

𝑥2 + 𝑦2 ≤ 𝑎2 0 ≤ 𝑟 ≤ 𝑎, 0 ≤ 𝜃 ≤ 2𝜋

𝑥2 + 𝑦2 ≤ 2𝑎𝑥 0 ≤ 𝑟 ≤ 2𝑎 cos𝜃, −𝜋
2 ≤ 𝜃 ≤ 𝜋

2

𝑥2 + 𝑦2 ≤ 2𝑎𝑦 0 ≤ 𝑟 ≤ 2𝑎 sin𝜃, 0 ≤ 𝜃 ≤ 𝜋

经典例题讲解

1. 改变积分次序： ∫ 1

0

d𝑦

∫ √
𝑦

𝑦2
𝑓 (𝑥,𝑦) d𝑥 = .
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𝑥

𝑦

𝑦 =
√
𝑥

𝑦 = 𝑥2

𝑂 1

1

𝐷

图示：换序区域 𝐷 = {0 ≤ 𝑥 ≤ 1, 𝑥2 ≤ 𝑦 ≤
√
𝑥}。

2. 将 ∫ 2

0

d𝑥

∫ √
2𝑥−𝑥2

0

𝑦 d𝑦

化为极坐标下的二次积分为（ ）。

(A)
∫ 𝜋

0

d𝜃

∫ 1

0

𝑟 sin𝜃 d𝑟 (B)
∫ 𝜋

2

0

d𝜃

∫ 2 cos𝜃

0

𝑟2 sin𝜃 d𝑟

(C)
∫ 𝜋

0

d𝜃

∫ 1

0

𝑟2 sin𝜃 d𝑟 (D)
∫ 𝜋

2

0

d𝜃

∫ cos𝜃

0

𝑟 sin𝜃 d𝑟

𝑥

𝑦

𝑟

𝜃

1 2𝑂

𝐷

𝑟 = 2 cos𝜃

图示：(𝑥 − 1)2 + 𝑦2 ≤ 1, 𝑦 ≥ 0，极坐标为 0 ≤ 𝜃 ≤ 𝜋
2 , 0 ≤ 𝑟 ≤ 2 cos𝜃。
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3. 计算 ∬
𝐷
𝑒𝑥

2+𝑦2 d𝑥 d𝑦, 𝐷 = {(𝑥,𝑦) | 𝑥2 + 𝑦2 ≤ 𝑎2}.

4. 计算 ∬
𝐷
𝑥𝑦 d𝜎,

其中 𝐷 由曲线 𝑦 = 𝑥2, 𝑦 = 0, 𝑥 = 1围成。

例题变式

1. 交换积分次序： ∫ 1

0

d𝑥

∫ √
𝑥

𝑥
𝑓 (𝑥,𝑦) d𝑦.
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2. 计算 ∬
𝐷
(𝑥2 + 𝑦2) d𝜎, 𝐷 = {(𝑥,𝑦) | 1 ≤ 𝑥2 + 𝑦2 ≤ 4, 𝑦 ≥ 0}.
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3 考点三：三重积分的计算

知识点汇总

1. 直角坐标：若区域边界容易写成上下曲面或前后左右边界，可直接写成三次积分。

2. 柱面坐标：
𝑥 = 𝑟 cos𝜃, 𝑦 = 𝑟 sin𝜃, 𝑧 = 𝑧, d𝑉 = 𝑟 d𝑧 d𝑟 d𝜃 .

适合投影域为圆或圆环、被积函数含 𝑥2 + 𝑦2、区域绕 𝑧 轴旋转的题。课堂常按

𝜃 → 𝑟 → 𝑧

的顺序定限：方位角、投影半径、上下曲面。

3. 球面坐标：
𝑥 = 𝜌 sin𝜑 cos𝜃, 𝑦 = 𝜌 sin𝜑 sin𝜃, 𝑧 = 𝜌 cos𝜑,

d𝑉 = 𝜌2 sin𝜑 d𝜌 d𝜑 d𝜃 .

适合球体、半球、圆锥与球面围成的区域，以及含 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2的题。课堂常按

𝜃 → 𝜑 → 𝜌

的顺序定限：投影扇形、极角、径向距离。

4. 常见范围：

区域 范围

𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 ≤ 𝑎2 0 ≤ 𝜌 ≤ 𝑎, 0 ≤ 𝜑 ≤ 𝜋, 0 ≤ 𝜃 ≤ 2𝜋

𝑥2 + 𝑦2 ≤ 𝑎2, 𝑧1(𝑥,𝑦) ≤ 𝑧 ≤ 𝑧2(𝑥,𝑦) 0 ≤ 𝑟 ≤ 𝑎, 0 ≤ 𝜃 ≤ 2𝜋, 𝑧1 ≤ 𝑧 ≤ 𝑧2

5. 对称性：若空间区域关于某坐标平面对称，且被积函数关于对应变量为奇函数，则三重积分为
0。
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经典例题讲解

1. 设 Ω为 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 ≤ 1，则在球面坐标系下∭
Ω
d𝑉 = ( ) .

(A)
∫ 2𝜋

0

d𝜃

∫ 𝜋

0

d𝜑

∫ 1

0

𝜌2 sin𝜑 d𝜌 (B)
∫ 2𝜋

0

d𝜃

∫ 𝜋

0

d𝜑

∫ 1

0

𝜌2 sin𝜃 d𝜌

(C)
∫ 𝜋

0

d𝜃

∫ 𝜋

0

d𝜑

∫ 1

0

𝜌2 sin𝜑 d𝜌 (D)
∫ 𝜋

2

0

d𝜃

∫ 𝜋

0

d𝜑

∫ 1

0

𝜌2 sin𝜑 d𝜌

2. 计算 ∭
Ω
𝑧 d𝑥 d𝑦 d𝑧,

其中 Ω是由曲面 𝑥2 + 𝑦2 = 𝑧 及平面 𝑧 = 1所围成的闭区域。

𝑟

𝑧

𝑧 = 𝑟2

𝑧 = 1

1

1

Ω

图示：绕 𝑧 轴旋转区域的剖面，柱面坐标定限为 0 ≤ 𝑟 ≤ 1, 𝑟2 ≤ 𝑧 ≤ 1。
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例题变式

1. 计算 ∭
Ω
(𝑥2 + 𝑦2) d𝑉 ,

其中 Ω由 𝑥2 + 𝑦2 ≤ 4, 0 ≤ 𝑧 ≤ 3给出。

2. 计算 ∭
Ω
𝑧 d𝑉 , Ω = {(𝑥,𝑦, 𝑧) | 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 ≤ 𝑎2, 𝑧 ≥ 0}.
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4 考点四：重积分的应用

知识点汇总

1. 平面区域面积：
𝑆𝐷 =

∬
𝐷
1 d𝜎.

2. 空间立体体积：
𝑉 =

∬
𝐷
[𝑧上(𝑥,𝑦) − 𝑧下(𝑥,𝑦)] d𝜎.

也可写成

𝑉 =
∭

Ω
1 d𝑉 .

3. 质量：若平面薄片密度为 𝜌 (𝑥,𝑦)，则

𝑚 =
∬

𝐷
𝜌 (𝑥,𝑦) d𝜎.

若空间物体密度为 𝜌 (𝑥,𝑦, 𝑧)，则

𝑚 =
∭

Ω
𝜌 (𝑥,𝑦, 𝑧) d𝑉 .

4. 形心坐标：平面薄片密度为常数时，

𝑥 =
1

𝑆𝐷

∬
𝐷
𝑥 d𝜎, 𝑦 =

1

𝑆𝐷

∬
𝐷
𝑦 d𝜎.

经典例题讲解

1. 求由平面
𝑥

2
+ 𝑦

3
+ 𝑧

4
= 1, 𝑥 = 0, 𝑦 = 0, 𝑧 = 0

围成的立体体积。
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例题变式

1. 求由曲面
𝑧 = 4 − 𝑥2 − 𝑦2

与平面 𝑧 = 0围成的立体体积。

𝑟

𝑧

𝑧 = 4 − 𝑟2

𝑧 = 0

−2 2

4

Ω

图示：𝑧 = 4 − 𝑥2 − 𝑦2与 𝑧 = 0围成立体的径向剖面，投影为 0 ≤ 𝑟 ≤ 2。

2. 求由 𝑧 = 𝑥2 + 𝑦2、𝑧 = 4围成的立体体积。
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