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复习导引
本讲义围绕期末复习中第十二章的四类高频考点展开：

1. 常数项级数的概念与性质；

2. 常数项级数的敛散性；

3. 幂级数；

4. 函数的幂级数展开。

2



1 考点一：常数项级数的概念与性质
知识点汇总
1. 级数∑∞

𝑛=1𝑢𝑛 收敛的必要条件：

∞∑
𝑛=1

𝑢𝑛 收敛 =⇒ lim
𝑛→∞

𝑢𝑛 = 0.

注意：lim𝑢𝑛 = 0只是必要条件，不是充分条件。

2. 线性性质：若∑
𝑢𝑛,

∑
𝑣𝑛 都收敛，则∑

𝑘𝑢𝑛,
∑

(𝑢𝑛 − 𝑣𝑛)

都收敛，其中 𝑘 为常数。

3. 改变级数的有限项不影响级数的敛散性，但会改变级数的和。

4. 若∑
𝑢𝑛 收敛，则其余项

𝑟𝑁 =
∞∑

𝑛=𝑁+1
𝑢𝑛

满足 𝑟𝑁 → 0；部分和 𝑆𝑁 =
∑𝑁

𝑛=1𝑢𝑛 有极限时，级数收敛且和为 lim
𝑁→∞

𝑆𝑁。

5. 裂项相消法：若
𝑢𝑛 = 𝐴𝑛 −𝐴𝑛+1,

则
𝑆𝑁 = 𝐴1 −𝐴𝑁+1,

再令 𝑁 → ∞求和。

经典例题讲解
1. 设级数

∞∑
𝑛=1

(𝑢𝑛 − 10)
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收敛，则
lim
𝑛→∞

𝑢𝑛 = 10 .

【解】令 𝑣𝑛 = 𝑢𝑛 − 10。因为∑
𝑣𝑛 收敛，所以

lim
𝑛→∞

𝑣𝑛 = 0.

即 lim𝑛→∞(𝑢𝑛 − 10) = 0，故
lim
𝑛→∞

𝑢𝑛 = 10.

2. 设级数∑
𝑢𝑛 收敛，

∑
𝑣𝑛 收敛，则级数

∞∑
𝑛=1

𝑘𝑢𝑛 收敛 ,
∞∑
𝑛=1

(𝑢𝑛 − 𝑣𝑛) 收敛 .

【解】由收敛级数的线性性质，收敛级数作常数倍仍收敛，两个收敛级数相减仍收敛。

3. 求级数
∞∑
𝑛=1

1

4𝑛2 − 1

的和。
【解】因为

4𝑛2 − 1 = (2𝑛 − 1) (2𝑛 + 1),

所以
1

4𝑛2 − 1
=

1

2

(
1

2𝑛 − 1
− 1

2𝑛 + 1

)
.

部分和为
𝑆𝑁 =

1

2

(
1 − 1

2𝑁 + 1

)
.

令 𝑁 → ∞，得
𝑆 =

1

2
.
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例题变式
1. 设∑∞

𝑛=1(2𝑢𝑛 + 3) 收敛，则 lim
𝑛→∞

𝑢𝑛 = −3

2
。

【解】由必要条件，2𝑢𝑛 + 3 → 0，故 𝑢𝑛 → −3

2
。

2. 求级数∑∞
𝑛=1

1

𝑛(𝑛 + 1) 的和。

【解】
1

𝑛(𝑛 + 1) =
1

𝑛
− 1

𝑛 + 1
,

故 𝑆𝑁 = 1 − 1

𝑁 + 1
，所以

𝑆 = 1.
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2 考点二：常数项级数的敛散性
知识点汇总
1. 𝑝 级数：

∞∑
𝑛=1

1

𝑛𝑝


收敛, 𝑝 > 1,

发散, 𝑝 ≤ 1.

2. 等价比较：若 𝑢𝑛 ∼ 𝑣𝑛，且 𝑢𝑛, 𝑣𝑛 ≥ 0，则∑
𝑢𝑛 与

∑
𝑣𝑛 同敛散。

3. 比较判别法：对正项级数，若 0 ≤ 𝑢𝑛 ≤ 𝑣𝑛，且
∑
𝑣𝑛 收敛，则

∑
𝑢𝑛 收敛；若 𝑢𝑛 ≥ 𝑣𝑛 ≥ 0，且∑

𝑣𝑛 发
散，则∑

𝑢𝑛 发散。

4. 极限比较判别法：若 𝑢𝑛, 𝑣𝑛 > 0，且
lim
𝑛→∞

𝑢𝑛
𝑣𝑛

= 𝑐,

当 0 < 𝑐 < +∞时，∑𝑢𝑛 与
∑
𝑣𝑛 同敛散。

5. 比值判别法：
𝜌 = lim

𝑛→∞

����𝑢𝑛+1𝑢𝑛

���� .
若 𝜌 < 1，绝对收敛；若 𝜌 > 1，发散；若 𝜌 = 1，此法失效。

6. 根值判别法：
𝜌 = lim

𝑛→∞
𝑛
√
|𝑢𝑛 |.

若 𝜌 < 1，绝对收敛；若 𝜌 > 1，发散；若 𝜌 = 1，此法失效。

7. 交错级数判别法：若 𝑎𝑛 ≥ 0，𝑎𝑛 单调递减且 𝑎𝑛 → 0，则∑(−1)𝑛𝑎𝑛 收敛。

8. 绝对收敛与条件收敛：若 ∑ |𝑢𝑛 | 收敛，则
∑
𝑢𝑛 绝对收敛；若

∑
𝑢𝑛 收敛但

∑ |𝑢𝑛 | 发散，则条件收
敛。

9. 常见策略：含阶乘或指数幂优先考虑比值法；含 𝑛次幂整体时优先考虑根值法；含 sin, ln, 1 − cos

的小量时优先考虑等价无穷小。
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10. 常用等价无穷小：

ln(1 + 𝑥) ∼ 𝑥, sin𝑥 ∼ 𝑥, 1 − cos𝑥 ∼ 𝑥2

2
(𝑥 → 0).

经典例题讲解
1. 设级数

∞∑
𝑛=1

(−1)𝑛 1

𝑛2𝑝

条件收敛，则 𝑝 应满足 0 < 𝑝 ≤ 1

2
。

【解】交错级数收敛要求
1

𝑛2𝑝
→ 0 ⇐⇒ 𝑝 > 0.

绝对收敛要求
∞∑
𝑛=1

1

𝑛2𝑝

收敛，即 2𝑝 > 1，也就是 𝑝 >
1

2
。条件收敛要求收敛但不绝对收敛，故

0 < 𝑝 ≤ 1

2
.

2. 下列级数收敛的是（ D ）。

A.
∞∑
𝑛=1

ln

(
1 + 1

𝑛

)
B.

∞∑
𝑛=1

1

𝑛 +
√
𝑛

C.
∞∑
𝑛=1

e𝑛

𝑛2
D.

∞∑
𝑛=1

sin
𝜋

𝑛2

【解】A中 ln(1 + 1/𝑛) ∼ 1/𝑛，发散。B中 1

𝑛 +
√
𝑛

∼ 1

𝑛
，发散。C中通项 e𝑛

𝑛2
̸→ 0，发散。D中

sin
𝜋

𝑛2
∼ 𝜋

𝑛2
，与收敛的 𝑝 级数同敛散，故收敛。

3. 判断下列级数的敛散性：
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(1)
∞∑
𝑛=1

(−1)𝑛
(
1 − cos

𝑎

𝑛

)
; (2)

∞∑
𝑛=1

sin
𝜋

𝑛
;

(3)
∞∑
𝑛=1

ln

(
1 + 1

𝑛

)
; (4)

∞∑
𝑛=1

𝑛𝑛

𝑛!
.

【解】(1)因为 1 − cos
𝑎

𝑛
∼ 𝑎2

2𝑛2
，所以绝对收敛。

(2)因为 sin
𝜋

𝑛
∼ 𝜋

𝑛
，所以发散。

(3)因为 ln(1 + 1

𝑛
) ∼ 1

𝑛
，所以发散。

(4)设 𝑢𝑛 =
𝑛𝑛

𝑛!
，则

𝑢𝑛+1
𝑢𝑛

=

(
1 + 1

𝑛

)𝑛
→ e > 1,

由比值判别法，级数发散。

例题变式
1. 判断∑∞

𝑛=1 arctan
1

𝑛
√
𝑛
的敛散性。

【解】
arctan

1

𝑛
√
𝑛
∼ 1

𝑛3/2
,

因为 3/2 > 1，故级数收敛。

2. 判断∑∞
𝑛=1

(
2𝑛 + 1

3𝑛 − 1

)𝑛
的敛散性。

【解】用根值判别法：
𝑛
√
𝑢𝑛 =

2𝑛 + 1

3𝑛 − 1
→ 2

3
< 1,

故级数收敛。
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3 考点三：幂级数
知识点汇总
1. 幂级数形式：

∞∑
𝑛=0

𝑎𝑛𝑥
𝑛,

∞∑
𝑛=0

𝑎𝑛 (𝑥 − 𝑥0)𝑛 .

2. 收敛半径 𝑅： 
|𝑥 − 𝑥0 | < 𝑅, 绝对收敛,

|𝑥 − 𝑥0 | > 𝑅, 发散,

|𝑥 − 𝑥0 | = 𝑅, 端点单独检验.

3. Abel定理常用结论：若∑
𝑎𝑛𝑥

𝑛 在 𝑥 = 𝑥1处收敛，则当 |𝑥 | < |𝑥1 |时绝对收敛。

4. 收敛半径常用求法：
𝑅 = lim

𝑛→∞

���� 𝑎𝑛𝑎𝑛+1

���� 或 𝑅 =
1

lim
𝑛→∞

𝑛
√
|𝑎𝑛 |

,

当相应极限存在时使用；求出 𝑅后，端点必须代回原级数单独判断。

5. 幂级数在收敛区间内部可逐项求导、逐项积分，收敛半径不变；端点收敛性需重新判断。

6. 求和函数常从
1

1 − 𝑥
=

∞∑
𝑛=0

𝑥𝑛, |𝑥 | < 1

出发，逐项求导或逐项积分。

经典例题讲解
1. 设幂级数

∞∑
𝑛=1

𝑎𝑛𝑥
𝑛

在 𝑥 = 2处收敛，则该级数在 𝑥 = −1处必定（ C ）。

A.发散 B.条件收敛 C.绝对收敛 D.不能确定
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【解】因为幂级数在 𝑥 = 2处收敛，由 Abel定理，在 |𝑥 | < 2内绝对收敛。又 | − 1| = 1 < 2，故在
𝑥 = −1处绝对收敛。

2. 求幂级数
∞∑
𝑛=1

𝑛(𝑛 + 1)𝑥𝑛

的收敛域及和函数，并求
∞∑
𝑛=1

𝑛(𝑛 + 1)
2𝑛

的和。
【解】由几何级数

∞∑
𝑛=0

𝑥𝑛 =
1

1 − 𝑥
, |𝑥 | < 1.

可得
∞∑
𝑛=1

𝑛𝑥𝑛 =
𝑥

(1 − 𝑥)2 ,
∞∑
𝑛=1

𝑛2𝑥𝑛 =
𝑥 (1 + 𝑥)
(1 − 𝑥)3 .

因为 𝑛(𝑛 + 1) = 𝑛2 + 𝑛，所以
∞∑
𝑛=1

𝑛(𝑛 + 1)𝑥𝑛 =
𝑥 (1 + 𝑥)
(1 − 𝑥)3 + 𝑥

(1 − 𝑥)2 =
2𝑥

(1 − 𝑥)3 .

收敛域为 (−1, 1)，和函数为
𝑆 (𝑥) = 2𝑥

(1 − 𝑥)3 .

令 𝑥 =
1

2
，得

∞∑
𝑛=1

𝑛(𝑛 + 1)
2𝑛

= 8.

例题变式
1. 求∑∞

𝑛=1 𝑛𝑥
𝑛 的和函数。

【解】
∞∑
𝑛=1

𝑛𝑥𝑛 =
𝑥

(1 − 𝑥)2 , |𝑥 | < 1.
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2. 求∑∞
𝑛=1

𝑛

2𝑛
的和。

【解】令 𝑥 =
1

2
，由∑

𝑛𝑥𝑛 =
𝑥

(1 − 𝑥)2 得

∞∑
𝑛=1

𝑛

2𝑛
= 2.

3. 求幂级数
∞∑
𝑛=1

𝑛2𝑥𝑛

的和函数，并计算
∞∑
𝑛=1

𝑛2

3𝑛
。

【解】由
∞∑
𝑛=1

𝑛𝑥𝑛 =
𝑥

(1 − 𝑥)2

两边乘以 𝑥 后求导，得
∞∑
𝑛=1

𝑛2𝑥𝑛 = 𝑥

(
𝑥

(1 − 𝑥)2

)′
=
𝑥 (1 + 𝑥)
(1 − 𝑥)3 , |𝑥 | < 1.

令 𝑥 =
1

3
，得

∞∑
𝑛=1

𝑛2

3𝑛
=

1
3 (1 +

1
3)

(1 − 1
3)3

=
3

2
.
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4 考点四：函数的幂级数展开
知识点汇总
1. 基本展开式：

1

1 − 𝑥
=

∞∑
𝑛=0

𝑥𝑛, |𝑥 | < 1.

e𝑥 =
∞∑
𝑛=0

𝑥𝑛

𝑛!
, sin𝑥 =

∞∑
𝑛=0

(−1)𝑛𝑥2𝑛+1

(2𝑛 + 1)! .

cos𝑥 =
∞∑
𝑛=0

(−1)𝑛𝑥2𝑛

(2𝑛)! .

ln(1 + 𝑥) =
∞∑
𝑛=1

(−1)𝑛−1
𝑛

𝑥𝑛, −1 < 𝑥 ≤ 1.

(1 + 𝑥)𝛼 =
∞∑
𝑛=0

(
𝛼

𝑛

)
𝑥𝑛, |𝑥 | < 1.

2. Taylor展开的一般形式：
𝑓 (𝑥) =

∞∑
𝑛=0

𝑓 (𝑛) (𝑥0)
𝑛!

(𝑥 − 𝑥0)𝑛 .

当 𝑥0 = 0时称为Maclaurin展开。

3. 由已知展开式推出新展开式时，可使用代换、四则运算、逐项求导和逐项积分；收敛范围通常由
各展开式的收敛范围取交集，再检查端点。

4. 展开步骤：看清展开中心；若中心为 𝑥0，先令 𝑡 = 𝑥 − 𝑥0；有理函数优先部分分式；凑成 1

1 − □
；收

敛范围取交集。

经典例题讲解
1. 将函数

𝑓 (𝑥) = 1

𝑥2 + 4𝑥 + 3

展开成 𝑥 − 1的幂级数。
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【解】因式分解：
𝑥2 + 4𝑥 + 3 = (𝑥 + 1)(𝑥 + 3) .

部分分式分解：
1

𝑥2 + 4𝑥 + 3
=

1

2

(
1

𝑥 + 1
− 1

𝑥 + 3

)
.

令 𝑡 = 𝑥 − 1，则 𝑥 + 1 = 𝑡 + 2, 𝑥 + 3 = 𝑡 + 4。于是

1

𝑥 + 1
=

1

2

∞∑
𝑛=0

(
− 𝑡
2

)𝑛
, |𝑡 | < 2,

1

𝑥 + 3
=

1

4

∞∑
𝑛=0

(
− 𝑡
4

)𝑛
, |𝑡 | < 4.

代回得
𝑓 (𝑥) =

∞∑
𝑛=0

(−1)𝑛
(

1

2𝑛+2
− 1

22𝑛+3

)
(𝑥 − 1)𝑛 .

收敛范围为
|𝑥 − 1| < 2.

例题变式
1. 将 1

𝑥 + 2
展成 𝑥 的幂级数。

【解】
1

𝑥 + 2
=

1

2
· 1

1 + 𝑥/2 =
1

2

∞∑
𝑛=0

(
−𝑥
2

)𝑛
, |𝑥 | < 2.

2. 将 1

𝑥 + 2
展成 𝑥 − 1的幂级数。

【解】令 𝑡 = 𝑥 − 1，则 𝑥 + 2 = 𝑡 + 3。因此

1

𝑥 + 2
=

1

3
· 1

1 + 𝑡/3 =
1

3

∞∑
𝑛=0

(
− 𝑡
3

)𝑛
.
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即
1

𝑥 + 2
=

∞∑
𝑛=0

(−1)𝑛
3𝑛+1

(𝑥 − 1)𝑛, |𝑥 − 1| < 3.

3. 将函数
𝑓 (𝑥) = ln(1 + 𝑥)

1 + 𝑥

展成 𝑥 的幂级数，并写出收敛区间。
【解】设

ln(1 + 𝑥) =
∞∑
𝑛=1

(−1)𝑛−1
𝑛

𝑥𝑛,
1

1 + 𝑥
=

∞∑
𝑛=0

(−1)𝑛𝑥𝑛,

直接相乘也可以，但更简洁的方法是令 𝑢 = 1 + 𝑥，则

ln(1 + 𝑥)
1 + 𝑥

=
ln𝑢

𝑢
.

由
1

1 + 𝑥
=

∞∑
𝑛=0

(−1)𝑛𝑥𝑛

两边对参数积分，或用 Cauchy乘积，可得

ln(1 + 𝑥)
1 + 𝑥

=
∞∑
𝑛=1

(−1)𝑛−1
(

𝑛∑
𝑘=1

1

𝑘

)
𝑥𝑛, |𝑥 | < 1.

端点需另判：𝑥 = 1时通项为 (−1)𝑛−1𝐻𝑛，𝑥 = −1时通项为 −𝐻𝑛，其中

𝐻𝑛 =
𝑛∑

𝑘=1

1

𝑘
.

两端通项均不趋于 0，故收敛区间为
(−1, 1).
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