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导数：描述变量之间的瞬时变化率。

几何上表示曲线在该点的切线斜率；物理上可表示速度、密度等。

记作  。

微分：描述函数的线性近似整体改变量。

记作  。

例  7 .1 .1：已知函数  ，求其导数与微分。
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课前复习一：导数与微分的本质



解：

导数：

微分：
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课前复习一：导数与微分的本质（解答）



积分：求导的逆运算。

从已知的变化率（导数规律），还原出原本的函数形态。

记作  。

任意常数   的不可或缺性：
因为任何常数求导均为  0，即  。

由此可见，仅仅通过变化率还原出的不是单一函数，而是一个平行的函数族。

例  7 .1 .2：求不定积分  。
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课前复习二：不定积分与常数 



解： 。

(注：计算中遗漏常数   是常见错误，而这将在后续作为微分方程 “通解 ”概念的核心。)
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课前复习二：不定积分与常数 （解答）



特解与附加条件：为了在平行的函数族中确定唯独的那一条曲线（或唯一的真实物理运动

规律），必须给定一个初始状态或附加条件以确定常数  。

例  7 .1 .3：已知直线运动质点的加速度  ，且初始时刻（ ）的速度  ，求速度随时

间变化的函数  。
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课前复习三：物理意义与初始条件



解：

1 .  根据运动学意义，加速度是速度的导数：
2 .  两边积分求一般规律：
3 .  代入初始状态定常数：
4 .  得出具体运动规律： 。
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课前复习三：物理意义与初始条件（解答）



刚才复习的 “求导逆运算 ”找函数的问题，实际上也是我们未来要研究的最基本的微分方程。

核心思维跨越：

已知模型（如右端仅含自变量）：

变化率是一个已知的关于时间   的函数。
求解直接运用普通不定积分： 。

未知模型（如右端隐含未知函数自身）：  （空气阻尼减速模型）

变化率与速度本身产生循环因果关联。

此时对两边同时关于   积分时，  无法直接操作。

单一的积分工具失效了，这迫使我们必须针对导数关系式建立全新的理论与求解策略——正
式开启《微分方程》篇章。
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认知过渡：从求积分迈向微分方程



在之前的代数课程中，我们处理的多是代数方程：

未知数是一个或多个具体的数值。

例如： 。

但在研究自然界的变化规律（如运动、生长、衰变）时，我们往往只能找到：

未知函数及其导数（或微分）之间的关系。

目标是求出这个未知函数本身。

引言：设一曲线通过点  ，且其上任一点   处的切线斜率为  ，求该曲线方程。
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引言：从求“数值”到求“函数”



定义

表示未知函数、未知函数的导数（或微分）与自变量之间关系的方程，称为微分方程。

一般形式

其中   为自变量，  为未知函数。

阶

微分方程中出现的未知函数导数的最高阶数，称为微分方程的阶。

一阶：

二阶：  和  
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1. 微分方程与阶数



 阶线性微分方程概念
如果一个   阶微分方程关于未知函数   及其各阶导数   都是一次（即线性）
的，则称为   阶线性微分方程。

标准形式

其中系数   及自由项   均为只与   有关的已知常数或函数，且  。

非线性的特征

如果存在   等各项相互的乘积（如  ）、更高次幂（如  ）或作为复合函数的内层

函数（如  ），则为非线性微分方程。
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1. 微分方程的线性性质



<
 
即

时

练

习

练习  7 .1.1：指出下列微分方程的阶数，并判断其是否为线性微分方程：

1.  
2.  
3 .  

”
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课堂练习：方程的阶数与性质



解析：

根据定义，微分方程的阶数取决于方程中含有的最高阶导数；而线性性质取决于   及各阶导
数是否均为独立的一次项。

1.  
最高阶导数是  ，但包含导数的二次幂  。

结论：一阶非线性微分方程。

2.  
最高阶导数是  ，且   的各阶导数均为一次幂且互不相乘。右侧   仅与   有关。
结论：三阶线性微分方程（非齐次）。

3.  

最高阶导数为  （即  ），但存在交叉乘积项  。

结论：二阶非线性微分方程。
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练习解析：方程的阶与性质（解答）



微分方程的解

代入微分方程能使方程成为恒等式的函数，称为该微分方程的解。

通解（General  Solut ion）
微分方程的解中含有任意常数，且任意常数的相互独立的个数与方程的阶数相同，这样的

解称为微分方程的通解。

特解（Part icular  Solut ion）
不含任意常数的解，称为特解。

特解通常是通过在通解中代入初始条件，确定了任意常数的值后得到的。
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2. 微分方程的“解”体系



<
 
即

时

练

习

练习  7 .1.2：验证函数   是如下微分方程的通解： ”
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课堂练习：验证通解



证：

要求导原始方程两次并代入验证：

将   与   的表达式代入原方程：

左边 右边
由于该解含有   两个独立的任意常数，且原方程为二阶微分方程（任意常数个数等于阶
数），因此该函数为方程的通解。

16

练习解析：验证通解（解答）



初始条件（ In i t ia l  Condi t ion）
为确定通解中的任意常数，通常需规定未知函数（及其导数）在某特定点的值。

一阶方程需  1  个条件：
二阶方程需  2  个条件：

初值问题

求微分方程满足给定初始条件的特解问题：

几何意义

微分方程的解   在几何上表示一条积分曲线。
通解表示积分曲线族；特解表示曲线族中通过特定点   的那一条。
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3. 初值问题及其几何意义



<
 
即

时

练

习 练习  7 .1.3：回到本节课开头的引例：
一曲线通过点  ，且在该曲线上任一点   处的切线斜率为  。

请建立相应的微分方程，并求满足该条件的曲线方程（特解）。

”

18

课堂练习：求方程的特解



解：

1.  建立方程：根据导数几何意义（切线斜率为导数），有

2.  求通解：对等式两边进行积分

为任意常数

3.  定特解：根据初始条件，曲线过点  ，代入  ：

故所求满足条件的曲线方程（即特解）为  。
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练习解析：求方程的特解（解答）



<
 
即

时

练

习

练习  7 .1.4：

1.  验证   是方程   的通解。
2.  求满足方程   且过点   的特解。

”
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课堂练习：结合初值的计算



解析  1：
求导得  。

代入方程： 。恒成立且含有  1  个独立常数，方程为一阶，故为通
解。

解析  2：

1.  对方程   积分求通解，得： 。

2.  将初始条件   代入，即当   时， ：

3.  所求特解为： 。
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练习解析：结合初值的计算



基本概念

如果一个一阶微分方程能写成如下形式：

即等式一端只含   的函数和  ，另一端只含   的函数和  ，则称此方程为可分离变量

的微分方程。

求解步骤

1.  分离变量：通过代数变形，将方程化为   的形式。
2.  两端积分：对等式两边同时取积分：

3.  求出通解：设   与   依次为   和   的原函数，积分后可得：

其中   为任意常数。这一步通常得到的是隐式通解。

22

4. 可分离变量的微分方程



<即
时

练

习
例  7 .1.4：求微分方程   的通解。
”
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课堂练习：基础可分离变量求解



解：

1 .  分离变量：根据指数运算法则  。

将方程化为  
2 .  两端积分：

3 .  计算出通解：

（两边取自然对数可化为显式解  ）
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课堂练习：基础可分离变量求解（解答）



<即
时

练

习
例  7 .1.5：求微分方程   的通解。
”
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压轴例题：脱绝对值与常数化简



解：

1 .  分离变量：
假定  ，将原方程两边同除以  ，并同乘  ，得到：

2 .  两端积分：

26

压轴例题：脱绝对值与常数化简（解答）



3 .  化简通解（重点核心步骤）：
利用指数性质改写上式：

令  （此时   取非零常数），则脱去绝对值有：

注：显然当   时也满足原方程  。若允许常数  ，则   能涵盖情况
。因此，通解为  （  为任意常数）。
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压轴例题：脱绝对值与常数化简（续）



<即
时

练

习
练习  7 .1.5：求微分方程   的通解。
”
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随堂练习：独立体验对数化简



解：

1 .  分离变量  ：

2 .  两端求积分：

3 .  整理化简：
将常数写为   

即  。

（当   时，也包含在内，此时  ）。
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随堂练习：独立体验对数化简（解答）



本节核心要点

1.  重要概念：微分方程的阶数、解（通解、特解）及其几何意义。
2.  核心方程结构：可分离变量方程  。

3.  核心求解策略：分离变量   两端求积分   整理出通解。
章节思考预告

思考  1：并非所有变量都能被轻松分离，如果方程形如  ，我们该如何求解？

思考  2：进一步的，形如   的 “一阶线性微分方程 ”存在怎样的通用求解公
式？
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小结与思考



作业任务
课后练习：完成第七章习题一（涉及微分方程概念判断与可分离变量方程计算）。

新课预习：齐次方程、一阶线性微分方程及常数变易法。

— 伽利略

“自然界之书是以数学的语言写成的。”
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课后拓展与作业


