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在上节课中，我们学习了可分离变量的微分方程，其特点是能将包含   和   的项分别移至等
号两端。

但如果遇到如下方程：

观察发现，无论怎样进行代数变形，都无法将   和   完全分离到等式两边。
对于这类更复杂的方程，我们需要引入新的概念和求解技巧：

齐次方程（变量代换法）

一阶线性微分方程（常数变易法）
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引言：超越可分离变量的形式



定义

如果一阶微分方程可化为如下形式：

则称该方程为齐次方程。

核心特征

方程右侧的函数   可以完全表示为变量比例   的函数。

示例

方程   可变形为  ，符合齐次方程定义。
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1. 齐次方程的基本概念



求解核心：通过引入新变量，将其转化为可分离变量的方程。

步骤：

1.  引入新变量：令  ，则  。

2.  求导替换：对   求导，得  。

3.  代入原方程：将上式及   代入原齐次方程   中，得：

4.  分离变量：移项得到  ，分离变量后得：

假设

5.  两端积分并回代   求得原方程的解。
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齐次方程的求解策略：变量代换
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引例回顾：求开头引入的齐次方程通解： ”
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课堂练习：引例求解



解：

1.  变量代换：
令  ，则   ， 。

2.  代入并分离变量：
原方程化为：

相减抵消  ：
3.  两端积分并回代：
积分得：

回代  ，得到通解：
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练习解析：引例求解（解答）
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例  7 .2.1：求下列齐次方程的通解： ”
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课堂练习：齐次方程求解



解：

方程已呈齐次方程标准形式  。

1.  变量代换：
令  ，则  ，对其求导得  。

2.  代入并分离变量：
代入原方程：

化简并分离变量得：

3.  两端积分：
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练习解析：齐次方程求解（解答）



4.  化简常数：
令   ( )，则有：

5.  回代原变量：
将   代回上式，得到通解（隐式）：
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练习解析：齐次方程求解（续）



<即
时

练

习
例  7 .2.2：求微分方程   的通解。
”
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课堂练习：齐次方程进阶求解



解：

注意到对数运算性质   ( )。
将原方程两边同除以  ，可变形为标准齐次方程：

1.  变量代换：
令  ，则  ，对其求导得  。

2.  代入并分离变量：
代入上式得到：

分离变量得：
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练习解析：齐次方程进阶求解（解答）



3.  两端积分：
注意到  ，故有：

4.  化简并回代变量：
令   ( )，去绝对值和对数可得：

取指数得  。

回代  ，昀终解得通解为：
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练习解析：齐次方程进阶求解（续）



定义

未知函数   及其一阶导数   的昀高次数均为  1  的微分方程。

标准形式

其中，线性体现在   和   是线性的（无平方、无交叉项等），  和   均为仅与  
有关的已知连续函数。

分类

当   时： ，称为齐次线性方程。

当   时：称为非齐次线性方程。

(注：此处的 “齐次 ”是指方程右端自由项为零，与前文利用   代换的齐次方程概念不同 )
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2. 一阶线性微分方程基本概念



对于一阶线性的齐次方程：

它本质上是一个可分离变量的方程，利用上节课的方法可直接求解：

1.  分离变量：

2.  两边积分：
3.  求出积分：
4.  化简并整理常数：

这就是一阶齐次线性微分方程的通解。
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齐次线性方程的求解



例  7 .2 .3：求一阶齐次线性微分方程   的通解  ( )。
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例题 7.2.3：齐次线性方程求解



解：

匹配标准形  ，可知  。

1.  分离变量：

2.  两端积分：

3.  化简常数：

本例中也可以直接背诵公式   求解。
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解析：例题 7.2.3



如果要求解非齐次方程   怎么办？
数学家拉格朗日提出了一个巧妙的思想：常数变易法。

核心思想

既然齐次方程的通解是  ，其中   是常数。
假若将常数   变易为关于   的未知函数  ，试图寻找形式为：

的解是否能满足非齐次方程。

求解过程简述

将上述假定的   以及其导数   整体代入非齐次方程，方程总是会奇妙地消除掉包含
 的项，只留下针对   的可积表达式。
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非齐次方程求解：常数变易法



将   代入微分方程  。

（为书写简便，记积分项为  ）

求导得： 。

代入方程：

中间两项相互抵消：

两端积分求出  ：
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一阶线性方程通解公式推导 (了解)



经过推导，我们将   的表达式代回昀初的设想公式   中，得到：

记忆诀窍：

前面是   （自带齐次解的影子）。
括号内是   与抵消因子   乘积的积分，加上常数  。

一阶线性非齐次微分方程的通解公式：
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核心结论：一阶线性微方通解公式



例  7 .2 .4：求一阶线性非齐次微分方程   的通解  ( )。
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课堂练习：非齐次方程通解运用



解：

匹配标准形得  ，  。

步骤  1：计算积分因子  

故积分因子为  。
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练习解析：一阶线性方程求解（基础关）



步骤  2：代入通解公式，计算核心积分
通解公式：

奇妙的事情发生了，括号内的核心积分被极大简化！

通解为： 。
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练习解析：一阶线性方程求解（基础关续）
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例  7 .2.5：求以下一阶线性微分方程的通解： ”
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课堂练习：带分部积分的进阶运用



解：已知方程为标志的一阶线性型，其中  ,  。

【板块一：求积分因子】  (提取  )

故正向积分因子为  ，逆向因子（昀外侧项）为  。
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解析：一阶方程进阶求解（板块隔离法）



【板块二：求核心极大积分】  (处理  )
利用多项式乘法化简：

使用分部积分法处理：
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解析：一阶方程进阶求解（核心积分）



【板块三：总装通解】

将板块一和板块二的结果拼装入外层通解架构：

逆向因子 核心积分

昀终代回求得通解为：
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解析：一阶方程进阶求解（总装）



解法二：积分因子法

构造目标：寻找  ，使方程两端乘以   后，左端可凑成全导数：

对比原方程左端  ，须满足  ，分离变量积分得：

代入  ，取特解（不带绝对值和常数）：
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练习解析：积分因子法（解法二）



方程两端乘以  ，左端恰好凑成全导数：

对两端积分，右端用分部积分法处理：

两端乘以  ，昀终通解与解法一完全一致：
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练习解析：积分因子法（解法二·续）



本节核心要点

1.  齐次方程：形如  ，关键在于令   进行变量代换，转化为可分离变量
方程。

2.  一阶线性微分方程：标准型为  。

3.  常数变易法：用未知函数   替换常数   的思想极具独创性，昀终导出了通解公
式，是解决非齐次方程的利器。

章节思考预告

思考：上述方程都是直接通过一阶积分得到显式解，当我们的方程变得更高阶（例如二阶常系

数齐次线性方程）时，还会像这样简单吗？解的结构会有什么变化？
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小结与思考



作业任务
复习与练习：牢记一阶线性方程的通解公式结构，熟练通过   代换求解齐次方程；
完成课后配套习题。

新课预习：可降阶的高阶微分方程的基本解法思想。

— Γ.Cantor  (康托尔 )

“在数学的领域中，提出问题的艺术比解答问题的艺术更为重要。”
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课后拓展与作业


