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方程大类 方程类型 典型形式 核心求解思想

一阶 最简单情形 直接两边同时积分

可分离变量 分离变量，两边积分

齐次方程 换元  ，化为可分离变量

线性方程 常数变易公式，积分因子法

高阶 最简单高阶 连续积分   次

可降阶方程  或  代换降阶（设  ）

思考：以上均为 “纯粹的硬计算 ”，缺乏对 “解的整体结构 ”的认知。
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引言：前序求解思路回顾



未知函数   及其导数   均为一次方：

分类：

若  ：二阶线性齐次微分方程。

若  ：二阶线性非齐次微分方程。

本课核心：如果已知几个特解，能否像拼乐高一样，组合出囊括所有情况的通解？
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什么是二阶线性微分方程？



定理  1（叠加原理）

追问：这是通解吗？

二阶方程的通解必须包含两个独立的任意常数。

如果   之间存在倍数关系（即 “线性相关 ”），组合出的解只能等效为一个常数，不
能作为通解。

如果函数   与   是齐次方程   的两个解，那么它们的线性组
合   仍然是该方程的解（其中   为任意常数）。
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一、二阶线性齐次微分方程解的结构



为了保证   能构成通解，我们需要它们在本质上是 “不一样的 ”。

线性相关

线性无关

定理  2（齐次通解定理）

如果存在不全为零的常数  ，使得   成立，称它们线性相关。
直观理解：两个函数成比例，即  （常数）。

如果上述比例不为常数，则称它们线性无关。

若   是齐次方程的两个线性无关特解，则   是该方程的通
解。
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1. 线性相关与线性无关



<
 
即

时

练

习

【单选题】  以下函数组中，线性相关的是（　　）

A. 
B.  
C.  
D.  

”
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课堂练习 1：线性相关性的判定



解：寻找比例是否为常数。

选项  A： （非常数），线性无关。

选项  B： （非常数），线性无关。

选项  C： （非常数），线性无关。

选项  D：
利用三角恒等式： 。

将两函数作比：

常数

因此它们成比例。

答案：D。
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练习 1 解析



对于带自由项   的方程  ，其结构同样巧妙。

定理  3（非齐次通解定理）

记忆口诀：非齐次通解  =  对应的齐次通解  +  自身特解。

设   是二阶非齐次方程的任意一个特解；
设   是其对应齐次方程（去掉了  ）的通解。

那么，原非齐次方程的通解为：
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二、二阶线性非齐次微分方程解的结构



在非齐次定理的基础上，我们可以反推：

如果有两个非齐次方程的特解   和  ：

将它们代入方程并相减，右端的   会抵消，得到：

重要结论：

非齐次方程的两个特解之差，是对应齐次方程的解！
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推论（特解的进一步结构）
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【填空题】

已知  
是方程   的三个特解。

则   的通解为：___________________
 的通解为：___________________

”
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课堂练习 2：构造解的结构



解：利用推论 “特解之差为齐次解 ”。

1.  寻找齐次解：

所以   和   均是对应齐次方程的解。检查发现  ，不为常数，因此线性无

关。

2.  写出齐次方程通解：

3.  写出非齐次方程通解：
任取一个已知特解（例如  ）加上齐次通解即可：
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练习 2 解析
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【单选题】

已知  
是二阶非齐次方程   的三个特解。
则该方程的通解是（　　）

A. 
B.  
C.  
D.  以上选项都不对

”
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课堂练习 3：抽象解结构的辨析



解：结合解的结构与特解作差法。

1.  求齐次解：

特解之差  。

特解之差  。

这两个函数成比例吗？

（非常数），相互线性无关！

2.  重构组合：
观察选项  C： 。

其中  ，  这也是一个
齐次解。

此时两个基础解为   与  ，显然线性无关。

任意选取一个已有特解（如  ），即构成了标准的非齐次通解形式。

答案：C。
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练习 3 解析



大纲核心：解的结构定律

1.  齐次解叠加原理：线性无关特解的线性组合构成通解。
2.  非齐次解结构：通解  =  对应齐次通解  +  自身特解。
3.  实用推论：非齐次方程的两个特解之差即为对应的齐次方程解。
思考预告

结构理论告诉了我们通解的 “积木配方 ”，但寻找这几个 “基础积木（特解）”依然困难。对于常系
数线性微分方程，能否有一套更机械化、无需猜测的代数方法？这就是下一节的主题。
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本章总结与课后思考



课后任务
复习：结合本节例题，再次体会 “解的结构 ”如何将微分方程的求解转化为代数结构的拼
搭。

预习：预习  7 -5  节  常系数齐次线性微分方程。

“结构先于计算。一旦看清了骨架，血肉便自会生长。”
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回顾与思考


