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上一节讨论了 “解的叠加原理 ”。
为了构建二阶齐次线性微分方程的通解，首要任务是寻找两个线性无关的特解。

本节研究一类特殊形式的方程：系数均为常数的齐次线性微分方程。

为常数
分析：考察指数函数  。其各阶导数为  ， 。代入方程后，便于提取

公共因子。
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引言：从设定特解到特征方程



将指数函数   代入原方程  ：

提取因子  ：

由于  ，要求多项式须恒等于  0：

定义

代数方程   称为微分方程   的特征方程。
至此，微分方程的求解过程转化为求解代数方程的根。
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1. 特征方程的推导



根据一元二次方程判别式   的不同，特征根产生  3  种情形，对应微分方程  3  种
通解结构：

情形一：两个不相等的实数根  （ ）

特征方程具两相异实根  。

由此得到两个线性无关的特解： ，  。

原方程通解为：
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2. 特征根的三种情形与通解



<即
时

练

习
求微分方程   的通解。
”
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课堂练习：不等实根的情形



解：

1.  写出特征方程：
将   换成  ，  换成  ，  换成  。

2.  求解特征根：
因式分解得  。

解得两个不相等的实数根： 。

3.  写出通解：
对应上述通解结构，解为：
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练习解析：不等实根的情形（解答）



情形二：两个相等的实数根  （ ）

特征根表现为二重根： 。

 为其中一个解。寻找与其呈线性无关的第二个解：
可乘入自变量   予以构造，即  ，可证明其亦满足该方程。

原方程通解为：

(注：缺省的独立解依据常数变易法推导而得。)
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2. 特征根的三种情形与通解（续 1）



<即
时

练

习
求方程   的满足初值条件   的特解。
”
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课堂练习：相等实根的情形



解：

1.  特征方程得二重根：
。

2.  写出通解：

3.  结合初值求常数：
通解求导： 。

代入  。

代入  。

4.  特解结论：
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练习解析：相等实根的情形（解答）



情形三：一对共轭复数根  （ ）

特征方程具共轭复根： 。

根据欧拉公式   转换指数形式。
取实数分离的各项作为线性无关解。

原方程通解为：

说明：实部   位于指数项，虚部   体现为三角函数的频率系数。
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2. 特征根的三种情形与通解（续 2）



<即
时

练

习
求微分方程   的通解。
”
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课堂练习：共轭复根的情形



解：

1.  写出特征方程：

2.  求出共轭复根：
因为  。

根据求根公式： 。

实部  ，虚部  。

3.  写出通解形式：
针对共轭复根结构  ：
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练习解析：共轭复根的情形（解答）



求解二阶常系数齐次非退化方程常规步骤：

1.  构造特征方程：
2.  计算代数根：求判别式  ，解出  。

3.  组合通解结构：
互异实根（ ）：

二重实根（ ）：

共轭复根（ ）：
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本节总结：特征方程求解流程



课表进度任务
习题：作业集：常系数齐次线性微分方程

预习：二阶常系数非齐次线性微分方程

知识拓展：怎样求微分方程的通解。
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教学安排


