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复习导引
本讲义围绕期末复习中第七章的六类高频考点展开：

1. 概念相关：阶、通解、任意常数、函数线性无关；

2. 可分离变量的微分方程；

3. 一阶线性微分方程；

4. 可降阶的微分方程；

5. 二阶常系数齐次线性微分方程；

6. 二阶常系数非齐次线性微分方程。
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1 考点一：概念相关
知识点汇总
1. 阶：微分方程中出现的最高阶导数的阶数，称为微分方程的阶。

2. 通解：𝑛阶微分方程的通解通常含有 𝑛个独立任意常数。

3. 特解：由初始条件或边界条件确定任意常数后得到的解。

4. 线性微分方程：关于未知函数 𝑦 及其各阶导数 𝑦′, 𝑦′′, · · · 均为一次，且它们之间不相乘、不复合
非线性函数。

5. 齐次与非齐次：线性方程右端为 0时称为齐次方程；右端不为 0时称为非齐次方程。

6. 初值条件：𝑛阶方程通常需要 𝑛个独立初值条件来确定一个特解。

7. 线性无关：若 𝐶1𝑦1 +𝐶2𝑦2 + · · · +𝐶𝑛𝑦𝑛 = 0只在 𝐶1 = 𝐶2 = · · · = 𝐶𝑛 = 0时成立，则函数组线性
无关。

经典例题讲解
1. 微分方程

d2𝑦

d𝑥2
+ 3𝑥

(
d𝑦

d𝑥

)2
+ 2𝑥𝑦 = 𝑥 + 2

的通解含有 2 个独立的任意常数。

【解】方程中最高阶导数为 d2𝑦

d𝑥2
，所以是二阶微分方程。二阶微分方程的通解通常含有 2个独立

任意常数。

2. 微分方程
(𝑦′′)5 + 6𝑦 (4) − 5𝑥 (𝑦′)3 + 𝑥8 = 2

是 4 阶微分方程。
【解】方程中出现的最高阶导数为 𝑦 (4)，虽然 𝑦′′有五次方，但它仍是二阶导数。因此该方程为 4

阶微分方程。
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例题变式
1. 方程 𝑦′′ + 𝑥𝑦′ + sin𝑦 = 𝑥 是不是线性微分方程？
【解】不是。因为含有 sin𝑦，未知函数 𝑦 被非线性函数作用，所以是非线性微分方程。

2. 判断函数组 e𝑥 , e2𝑥 是否线性无关。
【解】线性无关。若 𝐶1e

𝑥 + 𝐶2e
2𝑥 = 0 恒成立，两边除以 e𝑥 得 𝐶1 + 𝐶2e

𝑥 = 0 恒成立，只能
𝐶1 =𝐶2 = 0。
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2 考点二：可分离变量的微分方程
知识点汇总
1. 标准形式：

d𝑦

d𝑥
= 𝑓 (𝑥)𝑔(𝑦) .

2. 核心步骤：
1

𝑔(𝑦) d𝑦 = 𝑓 (𝑥) d𝑥,
∫

1

𝑔(𝑦) d𝑦 =
∫

𝑓 (𝑥) d𝑥 +𝐶.

3. 注意常数解：分离变量时若除以含 𝑦 的因子，需留意该因子为 0时是否给出常数解。

经典例题讲解
1. 求微分方程

𝑦′ tan𝑥 = 𝑦

的通解。
【解】由 𝑦′ tan𝑥 = 𝑦 得

d𝑦

d𝑥
=

𝑦

tan𝑥
= 𝑦 cot𝑥 .

分离变量：
d𝑦

𝑦
= cot𝑥 d𝑥 .

两端积分：
ln |𝑦 | = ln | sin𝑥 | +𝐶.

两边取指数，得
|𝑦 | = e𝐶 | sin𝑥 |.

因为 e𝐶 > 0，再把绝对值带来的正负号并入任意常数，记为新的常数𝐶，于是

𝑦 =𝐶 sin𝑥 .

故通解为
𝑦 =𝐶 sin𝑥 .
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例题变式
1. 求微分方程 𝑦′ = 2𝑥𝑦 的通解。
【解】分离变量：

d𝑦

𝑦
= 2𝑥 d𝑥 .

积分得
ln |𝑦 | = 𝑥2 +𝐶.

两边取指数：
|𝑦 | = e𝐶e𝑥

2

.

将正负号并入任意常数，仍记为𝐶，故
𝑦 =𝐶e𝑥

2

.

2. 求微分方程 d𝑦

d𝑥
=

1 + 𝑦2

1 + 𝑥2
的通解。

【解】
d𝑦

1 + 𝑦2
=

d𝑥

1 + 𝑥2
.

两端积分得
arctan𝑦 = arctan𝑥 +𝐶.
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3 考点三：一阶线性微分方程
知识点汇总
1. 标准形式：

𝑦′ + 𝑝 (𝑥)𝑦 = 𝑞(𝑥) .

2. 积分因子：
𝜇 (𝑥) = e

∫
𝑝 (𝑥) d𝑥 .

3. 齐次方程 𝑦′ + 𝑝 (𝑥)𝑦 = 0的通解为
𝑦 =𝐶e−

∫
𝑝 (𝑥) d𝑥 .

4. 通解公式：
𝑦 = e−

∫
𝑝 (𝑥) d𝑥

[∫
𝑞(𝑥)e

∫
𝑝 (𝑥) d𝑥 d𝑥 +𝐶

]
.

5. 做题流程：先化为标准形式，再找 𝑝 (𝑥)，算积分因子，最后代初值。

6. 若方程可整理为 𝑦′ = 𝑓 (𝑥)𝑦，它既是一阶线性齐次方程，也可直接按可分离变量方程处理。

经典例题讲解
1. 求一阶微分方程

𝑦′ − 3𝑥2𝑦 = 𝑦, 𝑦 (0) = 4

的特解。
【解】先化为标准形式：

𝑦′ − (3𝑥2 + 1)𝑦 = 0.

这是齐次的一阶线性方程，其中

𝑝 (𝑥) = −(3𝑥2 + 1), 𝑞(𝑥) = 0.

积分因子为
𝜇 (𝑥) = e

∫
−(3𝑥2+1) d𝑥 = e−(𝑥

3+𝑥) .
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两边同乘积分因子：
e−(𝑥

3+𝑥)𝑦′ − (3𝑥2 + 1)e−(𝑥3+𝑥)𝑦 = 0.

左边正好是乘积的导数： [
e−(𝑥

3+𝑥)𝑦
]′
= 0.

因此
e−(𝑥

3+𝑥)𝑦 =𝐶, 𝑦 =𝐶e𝑥
3+𝑥 .

由 𝑦 (0) = 4得𝐶 = 4，故
𝑦 = 4e𝑥

3+𝑥 .

本题也可直接分离变量：
d𝑦

𝑦
= (3𝑥2 + 1) d𝑥,

积分后同样得到 𝑦 =𝐶e𝑥
3+𝑥。

例题变式
1. 求微分方程 𝑦′ + 𝑦 = e−𝑥 cos𝑥，𝑦 (0) = 0的特解。
【解】积分因子为

𝜇 (𝑥) = e
∫
1 d𝑥 = e𝑥 .

两边同乘 e𝑥：
(e𝑥𝑦)′ = cos𝑥 .

积分得 e𝑥𝑦 = sin𝑥 +𝐶。由 𝑦 (0) = 0得𝐶 = 0，故

𝑦 = e−𝑥 sin𝑥 .
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4 考点四：可降阶的微分方程
知识点汇总
1. 若方程形如

𝑦 (𝑛) = 𝑓 (𝑥),

则连续积分 𝑛次。

2. 若方程不含 𝑦，即形如 𝐹 (𝑥,𝑦′, 𝑦′′) = 0，令

𝑝 = 𝑦′, 𝑦′′ = 𝑝′.

此时把 𝑝 看作 𝑥 的函数。

3. 若方程不含 𝑥，即形如 𝐹 (𝑦,𝑦′, 𝑦′′) = 0，令

𝑝 = 𝑦′, 𝑦′′ = 𝑝
d𝑝

d𝑦
.

此时把 𝑝 看作 𝑦 的函数。

经典例题讲解
1. 微分方程

𝑦′′′ = e−𝑥 + sin𝑥

的通解为 𝑦 = −e−𝑥 + cos𝑥 + 𝐶1

2
𝑥2 +𝐶2𝑥 +𝐶3 。

【解】连续积分三次。第一次积分：

𝑦′′ = −e−𝑥 − cos𝑥 +𝐶1.

第二次积分：
𝑦′ = e−𝑥 − sin𝑥 +𝐶1𝑥 +𝐶2.

第三次积分：
𝑦 = −e−𝑥 + cos𝑥 + 𝐶1

2
𝑥2 +𝐶2𝑥 +𝐶3.
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因此
𝑦 = −e−𝑥 + cos𝑥 + 𝐶1

2
𝑥2 +𝐶2𝑥 +𝐶3.

例题变式
1. 求微分方程

𝑥𝑦′′ − 𝑦′ = 0 (𝑥 ≠ 0)

的通解。
【解】方程不含 𝑦，令

𝑝 = 𝑦′, 𝑦′′ = 𝑝′,

其中 𝑝 看作 𝑥 的函数。原方程化为

𝑥𝑝′ − 𝑝 = 0,
d𝑝

𝑝
=

d𝑥

𝑥
.

积分得 𝑝 =𝐶1𝑥，即
𝑦′ =𝐶1𝑥 .

再积分：
𝑦 =

𝐶1

2
𝑥2 +𝐶2.

将常数重新记号，通解为
𝑦 =𝐶1𝑥

2 +𝐶2.

2. 求微分方程
𝑦𝑦′′ = (𝑦′)2

的通解。
【解】方程不显含 𝑥，令

𝑝 = 𝑦′, 𝑦′′ =
d𝑝

d𝑥
=

d𝑝

d𝑦

d𝑦

d𝑥
= 𝑝

d𝑝

d𝑦
,
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其中 𝑝 看作 𝑦 的函数。原方程化为
𝑦𝑝

d𝑝

d𝑦
= 𝑝2.

当 𝑝 ≠ 0时，两边约去 𝑝：
𝑦
d𝑝

d𝑦
= 𝑝,

d𝑝

𝑝
=

d𝑦

𝑦
.

积分得 𝑝 =𝐶1𝑦，即
d𝑦

d𝑥
=𝐶1𝑦.

再分离变量并积分，得
𝑦 =𝐶2e

𝐶1𝑥 .

常数解 𝑦 = 0可包含在𝐶2 = 0中。

5 考点五：二阶常系数齐次线性微分方程
知识点汇总
1. 标准形式：

𝑦′′ + 𝑝𝑦′ + 𝑞𝑦 = 0.

2. 特征方程：
𝑟2 + 𝑝𝑟 + 𝑞 = 0.

3. 解题关键：先写特征方程，再按特征根类型写通解；初值题最后代入 𝑦 (0), 𝑦′(0) 解常数。

4. 两个不等实根 𝑟1, 𝑟2：
𝑦 =𝐶1e

𝑟1𝑥 +𝐶2e
𝑟2𝑥 .

5. 二重实根 𝑟：
𝑦 = (𝐶1 +𝐶2𝑥)e𝑟𝑥 .

6. 共轭复根 𝛼 ± 𝛽𝑖：
𝑦 = e𝛼𝑥 (𝐶1 cos 𝛽𝑥 +𝐶2 sin 𝛽𝑥) .
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经典例题讲解
1. 通解为

𝑦 = (𝐶1 +𝐶2𝑥)e𝑥

的二阶常系数齐次线性微分方程为 𝑦′′ − 2𝑦′ + 𝑦 = 0 。
【解】通解 (𝐶1 +𝐶2𝑥)e𝑥 对应特征方程有二重根 𝑟 = 1，故

(𝑟 − 1)2 = 0, 𝑟2 − 2𝑟 + 1 = 0.

因此对应微分方程为
𝑦′′ − 2𝑦′ + 𝑦 = 0.

2. 求微分方程
𝑦′′ + 𝑦′ − 2𝑦 = 0, 𝑦 (0) = 3, 𝑦′(0) = 0

的特解。
【解】特征方程为

𝑟2 + 𝑟 − 2 = 0, (𝑟 − 1) (𝑟 + 2) = 0.

故通解为
𝑦 =𝐶1e

𝑥 +𝐶2e
−2𝑥 .

由 𝑦 (0) = 3得𝐶1 +𝐶2 = 3。又
𝑦′ =𝐶1e

𝑥 − 2𝐶2e
−2𝑥 ,

由 𝑦′(0) = 0得𝐶1 − 2𝐶2 = 0。解得𝐶1 = 2,𝐶2 = 1，故

𝑦 = 2e𝑥 + e−2𝑥 .

例题变式
1. 求微分方程 𝑦′′ − 4𝑦′ + 4𝑦 = 0的通解。
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【解】特征方程
𝑟2 − 4𝑟 + 4 = (𝑟 − 2)2 = 0.

故
𝑦 = (𝐶1 +𝐶2𝑥)e2𝑥 .
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6 考点六：二阶常系数非齐次线性微分方程
知识点汇总
1. 非齐次线性方程通解结构：

𝑦 = 𝑦ℎ + 𝑦𝑝,

其中 𝑦ℎ 是对应齐次方程通解，𝑦𝑝 是非齐次方程的一个特解。

2. 若已知同一个非齐次线性方程的两个特解 𝑦1, 𝑦2，则 𝑦1 − 𝑦2是对应齐次方程的解。

3. 若右端可分解为 𝑓1(𝑥) + 𝑓2(𝑥)，可分别求两个特解 𝑦𝑝1, 𝑦𝑝2，再取

𝑦𝑝 = 𝑦𝑝1 + 𝑦𝑝2.

4. 对常见右端
𝑓 (𝑥) = 𝑃𝑚 (𝑥)e𝜆𝑥 ,

其中 𝑃𝑚 (𝑥) 为𝑚次多项式，特解通常设为

𝑦𝑝 = 𝑥𝑘𝑄𝑚 (𝑥)e𝜆𝑥 ,

其中𝑄𝑚 (𝑥) 取为𝑚次待定多项式。参数 𝑘 按 𝜆与特征根的关系确定：

𝜆与特征根的关系 𝑘 修正因子
𝜆不是特征根 0 1

𝜆是单特征根 1 𝑥

𝜆是二重特征根 2 𝑥2

例如右端为 (𝑥 + 1)e𝑥 时，𝑚 = 1，所以𝑄𝑚 (𝑥) = 𝐴𝑥 + 𝐵。

5. 对常见右端
𝑓 (𝑥) = e𝜆𝑥

[
𝑃𝑙 (𝑥) cos𝜔𝑥 + 𝑃𝑛 (𝑥) sin𝜔𝑥

]
,

特解通常设为
𝑦𝑝 = 𝑥𝑘e𝜆𝑥

[
𝑅 (1)
𝑚 (𝑥) cos𝜔𝑥 + 𝑅 (2)

𝑚 (𝑥) sin𝜔𝑥
]
,
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其中𝑚 = max(𝑙, 𝑛)，𝑅 (1)
𝑚 (𝑥), 𝑅 (2)

𝑚 (𝑥)均取为𝑚次待定多项式。参数 𝑘 按复数 𝜆 +𝜔𝑖 与特征根的
关系确定：

𝜆 + 𝜔𝑖 与特征根的关系 𝑘

𝜆 + 𝜔𝑖 不是特征根 0

𝜆 + 𝜔𝑖 是特征根 1

对二阶实系数方程，若 𝜆 + 𝜔𝑖 是特征根，则 𝜆 − 𝜔𝑖 也同时是特征根。

经典例题讲解
1. 求二阶微分方程

𝑦′′ + 𝑦′ − 2𝑦 = (𝑥 + 1)e𝑥

的通解。
【解】先求齐次方程

𝑦′′ + 𝑦′ − 2𝑦 = 0.

特征方程 𝑟2 + 𝑟 − 2 = 0，根为 𝑟 = 1,−2，故

𝑦ℎ =𝐶1e
𝑥 +𝐶2e

−2𝑥 .

由于右端为 (𝑥 + 1)e𝑥，且 𝜆 = 1是特征方程的单根，因此设

𝑦𝑝 = 𝑥 (𝐴𝑥 + 𝐵)e𝑥 = (𝐴𝑥2 + 𝐵𝑥)e𝑥 .

为了减少计算量，记
𝑦𝑝 = e𝑥𝑢 (𝑥), 𝑢 = 𝐴𝑥2 + 𝐵𝑥.

则
𝑦′𝑝 = e𝑥 (𝑢 + 𝑢′), 𝑦′′𝑝 = e𝑥 (𝑢 + 2𝑢′ + 𝑢′′).

代入左端：
𝑦′′𝑝 + 𝑦′𝑝 − 2𝑦𝑝 = e𝑥 (𝑢′′ + 3𝑢′) .

又
𝑢′ = 2𝐴𝑥 + 𝐵, 𝑢′′ = 2𝐴,
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所以
𝑢′′ + 3𝑢′ = 6𝐴𝑥 + 2𝐴 + 3𝐵.

与右端 (𝑥 + 1)e𝑥 比较，得
6𝐴𝑥 + 2𝐴 + 3𝐵 = 𝑥 + 1.

比较系数：
6𝐴 = 1, 2𝐴 + 3𝐵 = 1.

故
𝐴 =

1

6
, 𝐵 =

2

9
.

所以通解为
𝑦 =𝐶1e

𝑥 +𝐶2e
−2𝑥 +

(
𝑥2

6
+ 2𝑥

9

)
e𝑥 .

2. 已知 𝑦1 = 𝑥2, 𝑦2 = e−2𝑥 + 𝑥2, 𝑦3 = e3𝑥 + 𝑥2是方程

𝑦′′ + 𝑝 (𝑥)𝑦′ + 𝑞(𝑥)𝑦 = 𝑓 (𝑥)

的三个特解，则该方程的通解可表示为 𝑦 = 𝑥2 +𝐶1e
−2𝑥 +𝐶2e

3𝑥 。
【解】非齐次方程的任意两个特解之差是对应齐次方程的解：

𝑦2 − 𝑦1 = e−2𝑥 , 𝑦3 − 𝑦1 = e3𝑥 .

于是齐次通解为
𝐶1e

−2𝑥 +𝐶2e
3𝑥 .

取 𝑦1 = 𝑥2为一个特解，故原方程通解为

𝑦 = 𝑥2 +𝐶1e
−2𝑥 +𝐶2e

3𝑥 .

例题变式
1. 设 𝑦′′ − 𝑦 = e𝑥，写出待定特解的形式。
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【解】特征方程 𝑟2 − 1 = 0，根为 𝑟 = ±1。右端 e𝑥 对应 𝜆 = 1，是单根，因此特解应设为

𝑦𝑝 = 𝐴𝑥e𝑥 .

2. 求微分方程
𝑦′′ − 2𝑦′ + 𝑦 = e𝑥 + 𝑥

的通解。
【解】对应齐次方程的特征方程为

(𝑟 − 1)2 = 0,

故
𝑦ℎ = (𝐶1 +𝐶2𝑥)e𝑥 .

右端分成 e𝑥 与 𝑥 两部分。由于 𝜆 = 1是二重特征根，设

𝑦𝑝1 = 𝐴𝑥2e𝑥 .

代入得 2𝐴e𝑥 = e𝑥，所以 𝐴 =
1

2
。对右端 𝑥，设

𝑦𝑝2 = 𝑎𝑥 + 𝑏.

代入得
𝑎𝑥 + 𝑏 − 2𝑎 = 𝑥,

所以 𝑎 = 1, 𝑏 = 2。因此通解为

𝑦 = (𝐶1 +𝐶2𝑥)e𝑥 +
1

2
𝑥2e𝑥 + 𝑥 + 2.
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