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复习导引
本讲义围绕期末复习中第八章的七个高频考点展开：

1. 向量的运算；

2. 曲面方程；

3. 平面方程；

4. 直线方程；

5. 平面与平面的夹角；

6. 直线与平面的夹角；

7. 直线与直线的夹角。
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1 考点一：向量的运算
知识点汇总
1. 设 𝒂 = (𝑎1, 𝑎2, 𝑎3)，𝒃 = (𝑏1, 𝑏2, 𝑏3)，则

𝒂 · 𝒃 = 𝑎1𝑏1 + 𝑎2𝑏2 + 𝑎3𝑏3, |𝒂 | =
√
𝑎21 + 𝑎22 + 𝑎23.

2. 数量积满足交换律：
𝒂 · 𝒃 = 𝒃 · 𝒂.

3. 向量积的坐标计算：

𝒂 × 𝒃 =

��������
𝒊 𝒋 𝒌

𝑎1 𝑎2 𝑎3

𝑏1 𝑏2 𝑏3

�������� = (𝑎2𝑏3 − 𝑎3𝑏2, 𝑎3𝑏1 − 𝑎1𝑏3, 𝑎1𝑏2 − 𝑎2𝑏1) .

计算时可按第一行展开：

𝒂 × 𝒃 = 𝒊

�����𝑎2 𝑎3

𝑏2 𝑏3

����� − 𝒋

�����𝑎1 𝑎3

𝑏1 𝑏3

����� + 𝒌

�����𝑎1 𝑎2

𝑏1 𝑏2

����� .
4. 向量积满足反交换律：

𝒂 × 𝒃 = −𝒃 × 𝒂.

5. 向量积与混合积的几何意义：
|𝒂 × 𝒃 | = |𝒂 | |𝒃 | sin𝜃,

表示以 𝒂, 𝒃 为邻边的平行四边形面积；若

[𝒂, 𝒃, 𝒄] = (𝒂 × 𝒃) · 𝒄 = 0,

则三个向量共面。

6. 平行与垂直判定：
𝒂 ∥ 𝒃 ⇐⇒ 𝒂 × 𝒃 = 0, 𝒂 ⊥ 𝒃 ⇐⇒ 𝒂 · 𝒃 = 0.
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7. 投影公式：𝒂在 𝒃 方向上的数量投影为

proj𝒃 𝒂 =
𝒂 · 𝒃
|𝒃 | .

8. 夹角公式：
cos𝜃 =

𝒂 · 𝒃
|𝒂 | |𝒃 | .

经典例题讲解
1. 设 𝒂, 𝒃 是任意两个向量，下述不正确的是（ ）。

(A) 𝒂 · 𝒃 = 𝒃 · 𝒂 (B) 𝒂 × 𝒃 = 𝒃 × 𝒂

(C) 𝒂 ∥ 𝒃 ⇐⇒ 𝒂 × 𝒃 = 0 (D) 𝒂 ⊥ 𝒃 ⇐⇒ 𝒂 · 𝒃 = 0

【解】数量积满足交换律，故 A正确。向量积满足反交换律

𝒂 × 𝒃 = −𝒃 × 𝒂,

一般不满足交换律，所以 B不正确。C、D分别是平行和垂直的标准判定。故选 B。

2. 向量 (1, 1, 0) 与向量 (1, 0, 1) 的数量积为 1 ；向量积为 (1,−1,−1) ；夹角为 𝜋/3 。
【解】设 𝒂 = (1, 1, 0)，𝒃 = (1, 0, 1)。则

𝒂 · 𝒃 = 1 · 1 + 1 · 0 + 0 · 1 = 1.

𝒂 × 𝒃 =

��������
𝒊 𝒋 𝒌

1 1 0

1 0 1

�������� = 𝒊(1 · 1 − 0 · 0) − 𝒋(1 · 1 − 0 · 1) + 𝒌 (1 · 0 − 1 · 1) = (1,−1,−1) .

又 |𝒂 | = |𝒃 | =
√
2，故

cos𝜃 =
1

√
2 ·

√
2
=

1

2
, 𝜃 =

𝜋

3
.

3. 已知𝑀1(1,−1, 2)，𝑀2(3, 3, 1)，𝑀3(3, 1, 3)，求与 −−−−→
𝑀1𝑀2，−−−−→𝑀1𝑀3同时垂直的单位向量。

【解】
−−−−→
𝑀1𝑀2 = (3 − 1, 3 − (−1), 1 − 2) = (2, 4,−1),
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−−−−→
𝑀1𝑀3 = (3 − 1, 1 − (−1), 3 − 2) = (2, 2, 1) .

同时垂直的方向可取二者的向量积：

(2, 4,−1) × (2, 2, 1) =

��������
𝒊 𝒋 𝒌

2 4 −1
2 2 1

�������� = 𝒊(4 ·1− (−1) ·2) −𝒋(2 ·1− (−1) ·2) +𝒌 (2 ·2−4 ·2) = (6,−4,−4) .

其模为 √
62 + (−4)2 + (−4)2 =

√
68 = 2

√
17.

故所求单位向量为
±(6,−4,−4)

2
√
17

= ±
(

3
√
17
,− 2

√
17
,− 2

√
17

)
.

例题变式
1. 设 𝒂 = (2,−1, 2)，𝒃 = (1, 2,−2)，求 𝒂 · 𝒃、𝒂 × 𝒃 及二者夹角。
【解】

𝒂 · 𝒃 = 2 − 2 − 4 = −4.

𝒂 × 𝒃 =

��������
𝒊 𝒋 𝒌

2 −1 2

1 2 −2

�������� = (−2, 6, 5).

|𝒂 | = 3，|𝒃 | = 3，所以
cos𝜃 = −4

9
, 𝜃 = arccos

(
−4

9

)
.
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2 考点二：曲面方程
知识点汇总
1. 柱面：方程中缺少某个变量，则曲面沿该变量对应轴方向平移生成。例如 𝑥2 + 𝑦2 = 1是圆柱面。

2. 旋转抛物面：
𝑧 = 𝑥2 + 𝑦2

是绕 𝑧 轴的旋转抛物面。

3. 圆锥面：
𝑧2 = 𝑥2 + 𝑦2

是绕 𝑧 轴的圆锥面。

4. 球面：
(𝑥 − 𝑎)2 + (𝑦 − 𝑏)2 + (𝑧 − 𝑐)2 = 𝑅2

表示球心为 (𝑎,𝑏, 𝑐)、半径为 𝑅的球面。

5. 椭球面、双曲面和抛物面通常通过平方项符号和一次项变量识别：三个平方项同号常对应椭球
型；平方项异号常对应双曲型；某一变量一次出现常对应抛物型。

6. 抛物柱面：
𝑥2 = 𝑦

方程缺少 𝑧，沿 𝑧 轴方向延伸。

经典例题讲解
1. 以下空间曲面中，代表旋转抛物面的是（ ）。

(A) 3𝑥2 + 𝑦2 = 1 (B) 𝑥2 = 𝑦 (C) 𝑧 = 𝑥2 + 𝑦2 (D) 𝑧2 = 𝑥2 + 𝑦2

【解】(A)是椭圆柱面；(B)是抛物柱面；(C)中 𝑧等于 𝑥2 +𝑦2，绕 𝑧轴旋转对称，是旋转抛物面；(D)
是圆锥面。故选 C。
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例题变式
1. 曲面 𝑥2 + 𝑧2 = 4是（ ）。

(A)球面 (B)圆柱面 (C)圆锥面
【解】方程中缺少 𝑦，表示沿 𝑦 轴方向延伸的圆柱面，故选 B。

2. 曲面 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 9是（ ）。
【解】这是以原点为球心、半径为 3的球面。
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3 考点三：平面方程
知识点汇总
1. 点法式平面方程：过点𝑀0(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)，法向量为 𝒏 = (𝐴, 𝐵,𝐶) 的平面为

𝐴(𝑥 − 𝑥0) + 𝐵(𝑦 − 𝑦0) +𝐶 (𝑧 − 𝑧0) = 0.

2. 若所求平面垂直于两个已知平面，则其法向量应同时垂直于两个已知平面的法向量，因此可取

𝒏 = 𝒏1 × 𝒏2.

3. 三点确定平面：过不共线三点 𝐴, 𝐵,𝐶 的平面法向量可取

𝒏 =
−→
𝐴𝐵 × −→

𝐴𝐶.

4. 若平面过原点，则常数项为 0，可写成

𝐴𝑥 + 𝐵𝑦 +𝐶𝑧 = 0.

5. 点到平面距离：点 𝑃 (𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) 到平面 𝐴𝑥 + 𝐵𝑦 +𝐶𝑧 + 𝐷 = 0的距离为

𝑑 =
|𝐴𝑥0 + 𝐵𝑦0 +𝐶𝑧0 + 𝐷 |

√
𝐴2 + 𝐵2 +𝐶2

.

经典例题讲解
1. 求过原点且垂直于两平面

𝑥 − 𝑦 + 𝑧 − 7 = 0 和 3𝑥 + 2𝑦 − 12𝑧 + 5 = 0

的平面方程。
【解】两已知平面的法向量分别为

𝒏1 = (1,−1, 1), 𝒏2 = (3, 2,−12) .
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所求平面垂直于这两个平面，因此其法向量应同时垂直于 𝒏1, 𝒏2，可取

𝒏 = 𝒏1 × 𝒏2 =

��������
𝒊 𝒋 𝒌

1 −1 1

3 2 −12

�������� = (10, 15, 5) .

可化简为
𝒏 = (2, 3, 1).

又所求平面过原点，所以平面方程为

2𝑥 + 3𝑦 + 𝑧 = 0.

例题变式
1. 求过点 𝑃 (1,−1, 2) 且法向量为 (2, 0,−3) 的平面方程。
【解】由点法式：

2(𝑥 − 1) + 0(𝑦 + 1) − 3(𝑧 − 2) = 0.

化简得
2𝑥 − 3𝑧 + 4 = 0.

4 考点四：直线方程
知识点汇总
1. 点向式直线方程：过点𝑀0(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)，方向向量为 𝒔 = (𝑚,𝑛, 𝑝) 的直线为

𝑥 − 𝑥0
𝑚

=
𝑦 − 𝑦0
𝑛

=
𝑧 − 𝑧0
𝑝

.

2. 若直线垂直于平面，则直线方向向量可取该平面的法向量。
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3. 若直线是两个平面的交线，则方向向量可取两个平面法向量的叉积。

4. 直线的参数方程：
𝑥 = 𝑥0 +𝑚𝑡, 𝑦 = 𝑦0 + 𝑛𝑡, 𝑧 = 𝑧0 + 𝑝𝑡 .

5. 点到直线距离：点 𝑃 到过点𝑀0、方向向量为 𝒔 的直线距离为

𝑑 =
|−−−→𝑀0𝑃 × 𝒔 |

|𝒔 | .

经典例题讲解
1. 过点𝑀 (2, 1, 3) 且与平面 3𝑥 + 2𝑦 − 𝑧 + 1 = 0垂直的直线方程。
【解】平面 3𝑥 + 2𝑦 − 𝑧 + 1 = 0的法向量为

𝒏 = (3, 2,−1) .

因为所求直线与平面垂直，所以直线方向向量可取

𝒔 = (3, 2,−1).

又直线过点𝑀 (2, 1, 3)，故直线方程为

𝑥 − 2

3
=
𝑦 − 1

2
=
𝑧 − 3

−1 .

例题变式
1. 求过点 𝐴(1, 0,−2) 且平行于向量 (2,−1, 3) 的直线方程。
【解】直接使用点向式：

𝑥 − 1

2
=

𝑦

−1 =
𝑧 + 2

3
.
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2. 求过点 𝑃 (1, 1, 1) 且包含直线

𝐿 :


𝑥 − 𝑦 = 0,

𝑦 + 𝑧 − 1 = 0

的平面方程。
【解】直线 𝐿是两个平面的交线。两平面的法向量为

𝒏1 = (1,−1, 0), 𝒏2 = (0, 1, 1),

所以 𝐿的方向向量可取
𝒔 = 𝒏1 × 𝒏2 = (−1,−1, 1).

令 𝑦 = 0，由 𝑥 −𝑦 = 0, 𝑦 + 𝑧 − 1 = 0得直线上一点𝑀 (0, 0, 1)。平面同时包含 𝒔 和 −−→
𝑀𝑃 = (1, 1, 0)，

故法向量可取
𝒏 = 𝒔 × −−→

𝑀𝑃 = (−1,−1, 1) × (1, 1, 0) = (−1, 1, 0) .

由点法式得
−(𝑥 − 1) + (𝑦 − 1) = 0,

即
𝑥 − 𝑦 = 0.

12



5 考点五：平面与平面的夹角
知识点汇总
1. 平面

𝐴𝑥 + 𝐵𝑦 +𝐶𝑧 + 𝐷 = 0

的法向量为
𝒏 = (𝐴, 𝐵,𝐶) .

2. 两平面的夹角等于两个法向量的夹角或其补角，通常取锐角：

cos𝜃 =
|𝒏1 · 𝒏2 |
|𝒏1 | |𝒏2 |

.

经典例题讲解
1. 求平面 2𝑥 + 𝑦 − 𝑧 − 1 = 0与平面 𝑥 − 𝑦 − 2𝑧 + 4 = 0的夹角。
【解】两平面的法向量分别为

𝒏1 = (2, 1,−1), 𝒏2 = (1,−1,−2) .

𝒏1 · 𝒏2 = 2 − 1 + 2 = 3.

|𝒏1 | =
√
22 + 12 + (−1)2 =

√
6, |𝒏2 | =

√
12 + (−1)2 + (−2)2 =

√
6.

所以
cos𝜃 =

|3|
6

=
1

2
, 𝜃 =

𝜋

3
.

例题变式
1. 求平面 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 − 1 = 0与平面 𝑥 − 𝑦 = 0的夹角。
【解】法向量分别为

𝒏1 = (1, 1, 1), 𝒏2 = (1,−1, 0).

𝒏1 · 𝒏2 = 0.
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所以两个平面垂直，夹角为 𝜋/2。
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6 考点六：直线与平面的夹角
知识点汇总
1. 直线方向向量为 𝒔，平面法向量为 𝒏。

2. 直线与平面的夹角记为 𝜃，它与 𝒔 和 𝒏的夹角互余：

sin𝜃 =
|𝒔 · 𝒏|
|𝒔 | |𝒏| .

3. 若 𝒔 · 𝒏 = 0，则直线平行于平面；若 𝒔 ∥ 𝒏，则直线垂直于平面。

4. 判断直线是否在平面内：除 𝒔 · 𝒏 = 0外，还需验证直线上一点是否满足平面方程。

经典例题讲解
1. 求直线

𝑥 − 1

−2 =
𝑦

−1 =
𝑧 − 5

2

与平面 𝑥 + 𝑦 + 5 = 0的夹角。
【解】直线方向向量为

𝒔 = (−2,−1, 2) .

平面 𝑥 + 𝑦 + 5 = 0的法向量为
𝒏 = (1, 1, 0).

设直线与平面的夹角为 𝜃，则

sin𝜃 =
|𝒔 · 𝒏|
|𝒔 | |𝒏| =

| − 2 − 1|
√
4 + 1 + 4 ·

√
2
=

3

3
√
2
=

√
2

2
.

故
𝜃 =

𝜋

4
.
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例题变式
1. 求直线 𝑥

1
=
𝑦

1
=
𝑧

1
与平面 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 1的夹角。

【解】直线方向向量 𝒔 = (1, 1, 1)，平面法向量 𝒏 = (1, 1, 1)。二者平行，故直线垂直于平面，夹角为
𝜋/2。
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7 考点七：直线与直线的夹角
知识点汇总
1. 空间直线的对称式

𝑥 − 𝑥0
𝑚

=
𝑦 − 𝑦0
𝑛

=
𝑧 − 𝑧0
𝑝

的方向向量为 (𝑚,𝑛, 𝑝)。

2. 若直线以两个平面交线给出：


𝐴1𝑥 + 𝐵1𝑦 +𝐶1𝑧 + 𝐷1 = 0,

𝐴2𝑥 + 𝐵2𝑦 +𝐶2𝑧 + 𝐷2 = 0,

则其方向向量可取两个法向量的叉积：

𝒔 = 𝒏1 × 𝒏2.

3. 两直线夹角按方向向量求：
cos𝜃 =

|𝒔1 · 𝒔2 |
|𝒔1 | |𝒔2 |

.

4. 两直线位置关系：方向向量平行时，两直线平行或重合；方向向量不平行时，若能解出公共点则
相交，否则为异面直线。

5. 两异面直线距离：若直线分别过 𝑃1, 𝑃2，方向向量为 𝒔1, 𝒔2，则

𝑑 =
|−−−→𝑃1𝑃2 · (𝒔1 × 𝒔2) |

|𝒔1 × 𝒔2 |
.

经典例题讲解
1. 设有二直线

𝐿1 :
𝑥 − 1

1
=
𝑦 − 5

−2 =
𝑧 + 8

1
, 𝐿2 :


𝑥 − 𝑦 = 8,

2𝑦 + 𝑧 = 3,

则 𝐿1与 𝐿2的夹角为（ ）。
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(A)
𝜋

6
(B)

𝜋

4
(C)

𝜋

3
(D)

𝜋

2

【解】𝐿1的方向向量为
𝒔1 = (1,−2, 1) .

𝐿2是两个平面的交线。两个平面的法向量分别为

𝒏1 = (1,−1, 0), 𝒏2 = (0, 2, 1).

故 𝐿2的方向向量可取
𝒔2 = 𝒏1 × 𝒏2 = (−1,−1, 2).

于是
𝒔1 · 𝒔2 = 1 · (−1) + (−2)(−1) + 1 · 2 = 3.

且
|𝒔1 | =

√
6, |𝒔2 | =

√
6.

所以
cos𝜃 =

|3|
6

=
1

2
, 𝜃 =

𝜋

3
.

故选 C。

例题变式
1. 求直线 𝐿1 :

𝑥

1
=
𝑦

1
=
𝑧

0
与 𝐿2 :

𝑥 − 1

1
=
𝑦 + 1

−1 =
𝑧

0
的夹角。

【解】两直线方向向量分别为

𝒔1 = (1, 1, 0), 𝒔2 = (1,−1, 0).

𝒔1 · 𝒔2 = 0.

所以夹角为 𝜋/2。
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