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复习导引

本讲义围绕第九章多元函数微分学的八类期末高频考点展开：

1. 二元函数的定义域；

2. 二元函数的极限；

3. 偏导数；

4. 连续、偏导数与可微的关系；

5. 全微分；

6. 复合函数的偏导数；

7. 隐函数求偏导数；

8. 多元函数的极值。
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1 考点一：求二元函数的定义域

知识点汇总

1. 二元函数定义域是使表达式有意义的所有点 (𝑥,𝑦) 的集合。

2. 常见限制：
形式 限制√
𝑔(𝑥,𝑦) 𝑔(𝑥,𝑦) ≥ 0

ln𝑔(𝑥,𝑦) 𝑔(𝑥,𝑦) > 0
1

𝑔(𝑥,𝑦) 𝑔(𝑥,𝑦) ≠ 0

arcsin𝑔(𝑥,𝑦), arccos𝑔(𝑥,𝑦) −1 ≤ 𝑔(𝑥,𝑦) ≤ 1

3. 多个限制同时出现时，定义域取交集。写集合时要注意边界是否包含。

4. 几何描述常用圆盘、圆外、半平面、带状区域及其交集。

经典例题讲解

1. 设
𝑓 (𝑥,𝑦) = ln

√
4 − 𝑥2 − 𝑦2,

则 𝑓 (𝑥,𝑦) 的定义域用集合表示为 。

例题变式

1. 求函数

𝑧 =

√
𝑥 + 𝑦

ln(1 − 𝑥2 − 𝑦2)
的定义域。
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2 考点二：求二元函数的极限

知识点汇总

1. 若函数在趋近点附近由初等函数复合而成且分母不为 0，可直接代入。

2. 若得到 0/0型，可尝试等价无穷小：

ln(1 + 𝑢) ∼ 𝑢, sin𝑢 ∼ 𝑢, 𝑒𝑢 − 1 ∼ 𝑢 (𝑢 → 0) .

3. 证明极限不存在常用路径法。若沿两条路径得到不同极限，则二元极限不存在。

4. 证明极限为 0常用夹逼： ���� 𝑥𝑚𝑦𝑛𝑥2 + 𝑦2

����
可结合 𝑥2 ≤ 𝑥2 + 𝑦2, 𝑦2 ≤ 𝑥2 + 𝑦2放缩。

5. 含 𝑥2 + 𝑦2的原点极限，也可令

𝑥 = 𝑟 cos𝜃, 𝑦 = 𝑟 sin𝜃, 𝑟 → 0+.

经典例题讲解

1. 计算
lim

(𝑥,𝑦)→(0,1)

𝑥
√
1 − 𝑥𝑦 − 1

.

2. 计算
lim

(𝑥,𝑦)→(1,0)

ln(1 + 𝑥𝑦)
𝑦

.
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例题变式

1. 判断极限

lim
(𝑥,𝑦)→(0,0)

𝑥2𝑦

𝑥4 + 𝑦2

是否存在。

6



3 考点三：求偏导数

知识点汇总

1. 求 𝑓𝑥 时，把 𝑦 看作常数；求 𝑓𝑦 时，把 𝑥 看作常数。

2. 在具体点处求偏导数，若表达式较复杂，可先求一般偏导再代点；若点在分段边界上，常需用定
义。

3. 偏导数定义：
𝑓𝑥 (𝑥0, 𝑦0) = lim

Δ𝑥→0

𝑓 (𝑥0 + Δ𝑥,𝑦0) − 𝑓 (𝑥0, 𝑦0)
Δ𝑥

,

𝑓𝑦 (𝑥0, 𝑦0) = lim
Δ𝑦→0

𝑓 (𝑥0, 𝑦0 + Δ𝑦) − 𝑓 (𝑥0, 𝑦0)
Δ𝑦

.

4. 高阶偏导要注意求导顺序。若二阶偏导在点附近连续，则

𝑓𝑥𝑦 = 𝑓𝑦𝑥 .

经典例题讲解

1. 设
𝑧 = 𝑥2𝑦 − 𝑥3𝑦2 + (𝑥 + 1)𝑒−2𝑥𝑦,

求
𝜕𝑧

𝜕𝑥

����
(−1,0)

,
𝜕𝑧

𝜕𝑦

����
(−1,0)

.
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例题变式

1. 设

𝑓 (𝑥,𝑦) =


𝑥2𝑦

𝑥2 + 𝑦2
, (𝑥,𝑦) ≠ (0, 0),

0, (𝑥,𝑦) = (0, 0),

求 𝑓𝑥 (0, 0), 𝑓𝑦 (0, 0)。
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4 考点四：连续、偏导数与可微的关系

知识点汇总

1. 二元函数在点处可微，则函数在该点连续，且两个偏导数存在。

2. 两个偏导数存在，不一定连续，也不一定可微。

3. 函数连续，不一定偏导数存在。

4. 若 𝑓𝑥 , 𝑓𝑦 在点的某邻域内存在，并且在该点连续，则 𝑓 在该点可微。

5. 常用推出关系：
𝑓𝑥 , 𝑓𝑦 连续 =⇒ 𝑓 可微 =⇒ 𝑓 连续,

𝑓 可微 =⇒ 𝑓𝑥 , 𝑓𝑦 存在.

经典例题讲解

1. 设二元函数

𝑓 (𝑥,𝑦) =


𝑥𝑦

𝑥2 + 𝑦2
, 𝑥2 + 𝑦2 ≠ 0,

0, 𝑥2 + 𝑦2 = 0,

则 𝑓 (𝑥,𝑦) 在 (0, 0) 处（ ）。

(A)连续，且偏导数存在 (B)不连续，但偏导数存在

(C)连续，但偏导数不存在 (D)不连续，且偏导数不存在

2. 考虑函数 𝑓 (𝑥,𝑦) 的下列条件性质：
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(1) 𝑓 (𝑥,𝑦) 在点(𝑥0, 𝑦0) 连续, (2) 𝑓𝑥 (𝑥,𝑦), 𝑓𝑦 (𝑥,𝑦) 在点(𝑥0, 𝑦0) 连续,

(3) 𝑓 (𝑥,𝑦) 在点(𝑥0, 𝑦0) 可微, (4) 𝑓𝑥 (𝑥0, 𝑦0), 𝑓𝑦 (𝑥0, 𝑦0) 存在.

用 𝑃 ⇒ 𝑄 表示可由性质 𝑃 推出性质𝑄，则正确的是（ ）。

(A) (3) ⇒ (4) ⇒ (1) (B) (3) ⇒ (2) ⇒ (1)

(C) (2) ⇒ (3) ⇒ (1) (D) (3) ⇒ (1) ⇒ (4)

例题变式

1. 判断命题“若 𝑓𝑥 (0, 0), 𝑓𝑦 (0, 0) 存在，则 𝑓 在 (0, 0) 连续”是否正确。
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5 考点五：全微分

知识点汇总

1. 若 𝑧 = 𝑓 (𝑥,𝑦) 可微，则
d𝑧 = 𝑓𝑥 (𝑥,𝑦) d𝑥 + 𝑓𝑦 (𝑥,𝑦) d𝑦.

2. 在点 (𝑥0, 𝑦0) 处：
d𝑧
��
(𝑥0,𝑦0) = 𝑓𝑥 (𝑥0, 𝑦0) d𝑥 + 𝑓𝑦 (𝑥0, 𝑦0) d𝑦.

3. 全微分可用于近似计算：
Δ𝑧 ≈ d𝑧 = 𝑓𝑥Δ𝑥 + 𝑓𝑦Δ𝑦.

4. 课堂做题口径：分别求偏导，贴上微分标签，最后线性叠加。复杂复合函数或隐函数也可利用全
微分形式不变性统一处理。

经典例题讲解

1. 函数
𝑧 = 𝑥2 + 𝑦2 + 3𝑥𝑦 − 2𝑥

在 (1, 0) 点处的全微分为
d𝑧 = .

例题变式

1. 求 𝑧 = 𝑒𝑥𝑦 + 𝑥2𝑦 在点 (0, 1) 处的全微分。
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6 考点六：复合函数的偏导数

知识点汇总

1. 若 𝑧 = 𝑓 (𝑢, 𝑣)，𝑢 = 𝑢 (𝑥,𝑦)，𝑣 = 𝑣 (𝑥,𝑦)，则

𝑧𝑥 = 𝑓𝑢𝑢𝑥 + 𝑓𝑣𝑣𝑥 , 𝑧𝑦 = 𝑓𝑢𝑢𝑦 + 𝑓𝑣𝑣𝑦 .

2. 若 𝑧 = 𝑓 (𝑥,𝑢)，𝑢 = 𝑢 (𝑥,𝑦)，注意 𝑥 同时可能是外层自变量和内层变量：

𝑧𝑥 = 𝑓1 + 𝑓2𝑢𝑥 , 𝑧𝑦 = 𝑓2𝑢𝑦 .

这里 𝑓1表示 𝑓 对第一个变量求偏导，𝑓2表示对第二个变量求偏导。

3. 做题时先画变量依赖关系，再逐支相加。

4. 也可用全微分法：先写
d𝑧 = 𝑓1 d𝑢 + 𝑓2 d𝑣,

再把 d𝑢, d𝑣 展开为 d𝑥, d𝑦 的线性组合，最后比较 d𝑥, d𝑦 的系数。

经典例题讲解

1. 设

𝑧 = 𝑓

(
𝑥,
𝑥

𝑦

)
,

其中 𝑓 具有一阶连续偏导数，求
𝜕𝑧

𝜕𝑥
,

𝜕𝑧

𝜕𝑦
.
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例题变式

1. 设
𝑧 = 𝑓 (𝑥𝑦, 𝑥 + 𝑦),

其中 𝑓 具有一阶连续偏导数，求 𝑧𝑥 , 𝑧𝑦。
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7 考点七：隐函数求偏导数

知识点汇总

1. 若方程
𝐹 (𝑥,𝑦, 𝑧) = 0

确定隐函数 𝑧 = 𝑧 (𝑥,𝑦)，且 𝐹𝑧 ≠ 0，则

𝑧𝑥 = −𝐹𝑥
𝐹𝑧
, 𝑧𝑦 = −

𝐹𝑦

𝐹𝑧
.

2. 课堂推荐做法是直接微分法：

d𝐹 = 𝐹𝑥 d𝑥 + 𝐹𝑦 d𝑦 + 𝐹𝑧 d𝑧 = 0.

先把 d𝑧 视为未知量整理出来，再比较 d𝑥, d𝑦 的系数。上面的公式是直接微分法的快捷结果。

3. 若题目给出具体点，应先由方程求出该点对应的 𝑧，再代入公式或全微分结果。

经典例题讲解

1. 设方程
ln(𝑥2 + 𝑦2) + 𝑒𝑧 = 3𝑥𝑦𝑧

确定了隐函数 𝑧 = 𝑓 (𝑥,𝑦)，求
𝜕𝑧

𝜕𝑥
,

𝜕𝑧

𝜕𝑦
.
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例题变式

1. 若
𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 𝑥𝑦𝑧

确定 𝑧 = 𝑧 (𝑥,𝑦)，求 𝑧𝑥 , 𝑧𝑦。
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8 考点八：多元函数的极值

知识点汇总

1. 无约束极值的必要条件：若 𝑓 在点 (𝑥0, 𝑦0) 处取得极值，且偏导数存在，则

𝑓𝑥 (𝑥0, 𝑦0) = 0, 𝑓𝑦 (𝑥0, 𝑦0) = 0.

2. 二阶判别法：设
𝐴 = 𝑓𝑥𝑥 (𝑥0, 𝑦0), 𝐵 = 𝑓𝑥𝑦 (𝑥0, 𝑦0), 𝐶 = 𝑓𝑦𝑦 (𝑥0, 𝑦0),

Δ = 𝐴𝐶 − 𝐵2.

若 Δ > 0, 𝐴 > 0，则为极小值；若 Δ > 0, 𝐴 < 0，则为极大值；若 Δ < 0，则不是极值；若 Δ = 0，需

另判。

3. 有约束极值可用代入法或拉格朗日乘数法。

4. 闭区域上的最大最小值，要同时检查内部驻点和边界。

经典例题讲解

1. 函数
𝑓 (𝑥,𝑦) = 𝑥3 − 4𝑥2 + 2𝑥𝑦 − 𝑦2 + 1

的极值点是（ ）。

(A) (2, 0) (B) (2, 2) (C) (0, 0) (D) (0, 2)

2. 求
𝑓 (𝑥,𝑦) = 4 − 𝑥 − 𝑦

16



在圆

𝑥2 + 𝑦2 = 1

上的极值。

3. 设某消费者的效用函数为
𝑈 (𝑥,𝑦) = 𝑥

1
2𝑦,

其中 𝑥 是甲商品数量，𝑦 是乙商品数量。若单价 𝑃𝑥 = 1, 𝑃𝑦 = 4，可支配收入为 48，求 𝑥,𝑦 分别为

多少时效用最大。

例题变式

1. 求函数
𝑓 (𝑥,𝑦) = 𝑥2 + 𝑥𝑦 + 𝑦2 − 3𝑥 − 3𝑦

的极值。
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