
2-2 合式公式与解释

第二章 一阶逻辑：从语法到语义
张  振



在前一节，我们将苏格拉底三段论中的 “前提一：所有人都要死 ”符号化为：

语法  (Syntax)：这个字符串的组合方式是否正确？（合式公式  WFF）
语义  (Semantics)：它代表什么？它是真是假？（解释  Interpretat ion）

逻辑的两个维度

∀x(M (x) → D(x))
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一、引入：符号的“合法性”与“灵魂”



原子公式：由谓词填入个体词构成，如  。

复合操作：若   是公式，则  、 、 、 、

 也是公式。
量化操作：若   是公式，则  、  也是公式。
有限性：只有通过上述规则有限次生成的才是合式公式。

核心递归定义

P (x ​, … , x ​)1 n

A , B ¬A (A ∧ B ) (A ∨ B ) (A → B )
(A ↔ B )

A ∀xA ∃xA

3

二、一阶逻辑合式公式 (Definition)



c
 
即

时

练
习

练习：判断下列字符串是否为合式公式  (WFF)。

1. 
2.  
3.  

P (x) ∨ Q(y) ∧ ¬
∀x(∃y(P (x) → Q(y)))
(∀xP (x)) ∧ y

”
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二、即时练习：合法性判定



1.  否：连结词   后缺少公式，语法不完整。
2.  是：量词可以嵌套，且所有谓词均构成了原子公式。
3.  否：  是个体词，不能独立作为公式与量化式进行逻辑联结（只有公式能联
结）。

参考答案：

¬

y
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二、练习解析



指导变元  (Guiding Variable)：紧跟量词之后的变元。如  。

算子优先级：  的优先级最高，高于所有五大逻辑联结词。
辖域  (Scope)：量词的作用区域。
判定规则：量词后若紧跟括号，辖域为括号内；否则仅为紧随其后的原子公

式。

1. 结构与优先级
∀ ​x

∀, ∃
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三、指导变元与量词辖域 (Definition)



约束变元  (Bound)：在辖域内出现的与指导变元同名的变元。
自由变元  (Free)：公式中非约束出现的变元。
重要结论：同一个变元名在同一公式中可以同时具有约束与自由两种状态。

特殊定义：闭式  (Closed Formula)
若公式   中不含任何自由变元，则称   为闭式（也称句子  Sentence）。
直觉理解：闭式是一个语义自洽、结构完整的完整判断。

2. 变元状态分析 (Variable Status)

G G
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三、约束变元与自由变元 (Definition)



c
 
即

时

练
习

练习：判定并指出下列公式中   的状态：

1. 
2.  
3.  

x

∀x(P (x) → Q(x)) ∧ R(x)
∀xP (x, y) → ∃yQ(x, y)
∀x∃y(P (x) ∧ Q(y , z ))

”
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三、即时练习：辖域边界判定



1.  辖域： 。

前两个   为约束变元；最后的   为自由变元。
2.  状态判定：

第一个   受   约束；第二个   是自由变元（量词辖域不跨越  ）。

3.  嵌套分析：

 均为约束变元；  是自由变元。
重要法则：括号决定边界，重名由内而外。

参考答案：

(P (x) → Q(x))

x R(x)

x ∀x x →

x , y z
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三、练习解析



c
 
即

时

练
习

练习：判定公式   中各变元的状态。

1. 指出每个   被哪个量词约束。
2. 讨论这种嵌套是否合法。

G : ∃x(P (x) → ∀xQ(x))

x ”
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三、挑战题：重名屏蔽与就近约束 (Challenge)



 中的  ：受   约束。

 中的  ：受其内部紧邻的   约束，屏蔽了外部的  。

核心法则：内部量词会屏蔽外部同名量词（类似局部变量屏蔽全局变量）。

分析与法则：

P (x) x ∃x

Q(x) x ∀x ∃x
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三、练习解析



在正整数集   上，设   是奇数；  是偶数。

1.  命题  G1：
含义：每一个数要么是奇数，要么是偶数。其真值为  。

2.  命题  G2：
含义：所有数都是奇数，或者所有数都是偶数。其真值为  。

结论：全称量词对   无分配律，辖域的细微差别会导致真值从   降级为  。

重点对比：量词分配律失效

D O(x) : x E (x) : x

∀x(O(x) ∨ E (x))
T

∀xO(x) ∨ ∀xE (x)
F

∨ T F

12

三、语义警示：辖域对真值的影响 (Analysis)



案例：每一位爱学习的大学生都尊敬老师。

变量定义： ：  是大学生； ：  爱学习； ：  尊敬老师。
逻辑结构：全称量词限定了对象的多重属性。

正确表达：

易错警示：若不加外部大括号，  的辖域将仅限于  ，导致符号化失败。

1. 复杂论域下的多重限制

S (x) x L(x) x R(x) x

∀x((S (x) ∧ L(x)) → R(x))
∀x S (x)

13

三、补充：复杂命题的一阶符号化 (Analysis)



命题  A：每个人都有一个朋友。

（每个人   找对应的朋友  ）。
命题  B：有一个人是所有人的朋友。

（先确定某位 “社交核心 ”  ，他是所有   的朋友）。
对比结论：量词的次序（即辖域的嵌套关系）决定了命题的本质语义。

2. 多量词嵌套与语序敏感性

∀x∃yF (x , y ) x y

∃y∀xF (x , y ) y x
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三、补充：量词嵌套的语义陷阱 (Analysis)



自然语言：对任意一个正整数，总存在一个比它更大的素数。

变量定义：  是素数； 。

一阶符号化：

深度思考：由于素数无限性是数学真理，该公式在数论系统的解释   下真值为
。

3. 高阶数学命题：素数的无限性

P (x) : x G(x , y ) : x > y

∀x∃y (G(y , x) ∧ P (y ))

I

T
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三、补充：数学定理由形式化到真理 (Horizon)



谓词定义：

：  是乌鸦；  ：  与   一般黑。
逻辑表达（全称肯定）：

直译：对于任意对象  ，若它们都是乌鸦，则它们一样黑。

另一种表达（存在否定）：

直译：不存在两个对象，它们既是乌鸦、但又不一样黑。

4. 经典案例：天下乌鸦一般黑

F (x) x G(x , y ) x y

∀x∀y ((F (x) ∧ F (y )) → G(x , y ))
x , y

¬∃x∃y (F (x) ∧ F (y ) ∧ ¬G(x , y ))
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三、补充：经典成语的逻辑重构 (Analysis)



按照教科书定义，解释   由以下四部分组成：

(1)  非空个体域  ：指定一个基础集合。

(2)  指定常数项符号：为每个个体常项指定   中的一个元素。

(3)  指定函数符号：为每个函数变项指定   上的映射。

(4)  指定谓词符号：为每个谓词符号指定   上的逻辑关系。

本质：解释   定义了公式中所有 “名字 ”和 “谓词 ”的具体含义及所处的世界。

核心定义：解释 (Interpretation)
I = ⟨D , Ψ, Φ, C ⟩

D

D

D

D

I
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四、解释与赋值 (Definition)



若公式中含有非被量化管辖的变元（自由变元），仅靠解释   无法直接得出真值，
还需补充：

定义：为公式中出现的每个自由变元指定   中的一个元素。我们将这个映射记
为  。
演算逻辑：公式的最终真假是由  (解释   +  赋值  )  共同决定的。

变项赋值 ：公式的运行时状态v

I

D

v

I v
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四、补充要件：变项赋值 (Assignment)



设公式  

解释   (演算底座 )：
 (正整数 )；   为  ；  常数   指向  。

角色：规定了 “什么是大于 ”以及 “标签   指向谁 ”。
赋值   (动态指针 )：

（指定变量   当前指向数字  5）。
角色：选定了当前的 “观测样本 ”。

结论：在   协作下，  意为  ，真值为  。

深度直觉：解释  与 赋值  的分工I v

G : P (x , c)

I

D = Z+ P (x , y ) x > y c 10
c

v

v (x) = 5 x

(I , v ) G 5 > 10 F
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四、层级解析：解释与赋值的分工协作



个体域  ：正整数集  。

谓词含义：

 是奇数；  是偶数；  是素数。
； 。

 ——  (并非全体奇数 )
 ——  (如  2  是偶数 )

 ——  (即  2)
 ——  (任意正整数，总能找到更大的数 )

1. 解释  的设定I

D {1, 2, 3, … }

O(x) : x E (x) : x P (x) : x
G(x , y ) : x > y Q(x , y ) : x = y

2. 典型公式真值判定练习
∀xO(x) F

∃xE (x) T

∃x(E (x) ∧ P (x)) T

∀x∃yG(y , x) T
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四、案例研究：数论系统中的解释 (Case Study)



同一个公式，在不同的解释下，表现出完全不同的 “灵魂 ”  (真值 )。

解释 ：为什么命题为假？

1.  个体域  ：正整数集  。

2.  常元映射：符号   映射为整数  。
3.  函数映射： 。

4.  谓词映射：  表示  。

演算过程：

∃x ∈ Z (4x <+ 2)

结论：由于正整数最小为  ， ，不满足  。故   下为  。

案例公式：(∃x)P (f (x), 2)

I ​1

D Z =+ {1, 2, 3, … }
2 2

f (x) = 4x
P (x , y ) x < y

1 4x ≥ 4 4x < 2 I ​1 F

21

四、深度案例：维度 1 — 映射关系 (Mapping) 的影响



解释 ：只需微调函数或谓词定义

保持其余不变，仅修改函数映射为： 。

演算过程：

∃x ∈ Z (x <+ 2)

结论：取  ，满足  。故   下为  。

I ​2

f (x) = x

x = 1 1 < 2 I ​2 T

c
 
即

时

练
习

核心总结：解释由   四要素构成，任何一环
的变动都会重构整个公式的真值属性。

⟨D ,谓词,函数,常元⟩ ”
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四、变量控制：如何通过解释使其为真？ (Calculation)



设公式  

1 .  解释  ：

论域   (正整数集 )；谓词   为  。

真值结果： 。例如取  ，不存在整数   介于两者之间（离散
性）。

2.  解释  ：

论域   (实数集 )；谓词   为  。

真值结果： 。对于任意两个不等实数，总能找到中间值（稠密性）。

结论：公式的语义并不是由符号本身决定的，而是由解释赋予的 “世界观 ”决定
的。

案例对比：改变论域  对真值的影响D

G : ∀x∀y (G(x , y ) → ∃z (G(x , z ) ∧ G(z , y )))

I ​1

D = Z+ G(x , y ) x < y

F x = 1, y = 2 z

I ​2

D = R G(x , y ) x < y

T
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四、进阶案例：维度 2 — 论域 (Domain) 对真值的影响



永真式  (Val id)：在所有可能解释下均为真。

如： 。

永假式  (Contradictory)：在所有解释下均为假。

可满足式  (Sat isf iable)：至少存在一个解释使其为真。

注：判定永真性比命题逻辑难得多，因为 “解释 ”的种类是无穷的。

1. 一阶逻辑公式的三大类别：

∀xP (x) ∨ ¬∀xP (x)
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五、公式的分类判定 (Definition)



c即
时

练
习

练习：判定公式   的分类。∃xP (x) ∧ ¬P (y)
”
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五、即时练习：分类判定



该公式是可满足式。

证明方法：

1.  证明可满足：设定  ,  。此时

式为  。

2.  证明非永真：设定   恒为假。
结论：它的真假取决于解释  ( In terpretat ion)。

参考答案：

D = {1, 2} P (1) = T , y = 2, P (2) = F

T ∧ ¬F = T

P (x)
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五、练习解析



代换实例  (Substi tut ion Instance)：设   是命题逻辑公式。将其原子命题
 用一阶逻辑公式   代换所得公式  。

核心定理：

若   是重言式  (Tauto logy)，其代换实例   必为一阶逻辑中的永真式
(Val id)。
若   是矛盾式，其代换实例必为永假式。

看到形如   或   的公式，无需复杂的解释分析，直接判定为永真
式。

核心定义与定理

A

p ​n G ​n G

A G

A

2. 判定捷径
G ∨ ¬G G → G
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五、代换实例 (Substitution Instance) (Definition)



c
 
即

时

练
习

练习：判断下列公式是否为重言式的代换实例？若是，其类型是什

么？

1. 
2.  
3.  

∀xP (x) ∨ ¬∀xP (x)
(∃xP (x) ∧ Q(y)) → (∃xP (x) ∧ Q(y))
∀x(P (x) ∨ ¬P (x))

”
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五、即时练习：代换实例判定



1.  是。宏观结构为  ，是重言式代换实例   永真式。
2.  是。宏观结构为  ，是重言式代换实例   永真式。
3.  否（注意！）。量词   在最外层，其母式   是重言式实例，但
整体不是命题逻辑公式的直接代换（命题逻辑不含  ）。虽它也是永真式，但不
属于代换实例定义的范畴。

参考答案：

p ∨ ¬p ⇒
p → p ⇒

∀x P (x) ∨ ¬P (x)
∀
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五、练习解析：代换之美



对比  4  要素解释  ：

公式类型 语义依赖  (Truth Determination) 属性

开式  (Open)  (环境 )  +  (赋值 /指针 ) 真值随变量赋值改变

闭式  (Closed) 仅由   (环境 )  决定 对赋值   强免疫

结论：闭式是一个事实陈述，其真值由解释   唯一确定。

核心性质：闭式 (Closed Formula)
I = ⟨D , Ψ, Φ, C ⟩

I v

I v

I
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五、进阶：闭式的语义确定性 (Property)



等值判定：若   在所有解释下真值同步，记作  。

【核心定理】：  当且仅当   为一阶逻辑的永真式。
终极武器：由于解释种类（论域）无穷无尽，我们必须跳出语义，利用  “等值演
算”  规则像代数一样进行纯符号变换。

衔接与下节预告

G , H G ⇔ H

G ⇔ H G ↔ H
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五、进阶：一阶等值演算的前奏



逻辑编程  (Prolog)：一阶逻辑是人工智能早期 “逻辑主义 ”学派的核心。
专家系统：通过 “解释 ”模拟领域知识。

解释决定语义：引导学生明白 “事实 ”与 “视角 ”的关系。同样的逻辑结构，在不同
的背景（域）下结论可能完全不同，培养多维度分析问题的能力。

1. AI 融合：自动化推理引擎

2. 思政微课：真理的视角
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六、逻辑、AI 与未来



语法：熟练判定合式公式  (WFF)。
语义：掌握 “解释 ”的四要素及真值计算。
难点：自由变元与约束变元的区分。

习题集：4.10,  4.11。
预习：一阶逻辑等值演算。

本节重点：

课后作业：
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课堂小结与作业


