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计算   阶行列式：

解（利用乘加性质  5）：
基础策略为利用初等行变换将其转化为上三角结构。

第   行减去   倍的第   行  ( )：
左下角元素化为  ，其右侧产生新的非零元素  。
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引路题：基于行列式性质的初等消元
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针对新元素   进行二次消元：
第   行加上   倍的第   行  ( )：
该位置化为  ，但引发右侧产生非零元素  。

依次类推，执行   次连环操作（伴随符号交替），导致主对角线右下角的   昀终叠加
为：

利用上三角行列式特性，即得主对角线元素之积：
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引路题：连续消元的代价
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现有运算机制的局限性：

性质  5  虽可将行列式化为三角阵，但对于含有大规模参数或高度稀疏等特殊结构的行列式，
传统的连续消元法则容易导致运算结构冗长且极易出错。

核心思想：通过构建降阶法则

如若能将判定   阶行列式的取值，拆分为求取多个   阶子行列式的常数加权组合，则
计算将被指数级化简。

这即是行列式按行（列）展开定理确立的底层价值。

4

引入动机：从消元到降阶
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在   阶行列式中，划去元素   所在的第   行和第   列后，剩下的元素构成的   阶行
列式称为   的余子式，记作  。

定义   的代数余子式为：

符号规律：代数余子式   的符号判定依据元素在矩阵中的位置，呈现正负号棋盘状交替分布
（左上角为  ，相邻异号）。计算中如果直接给出   求和，务必第一眼先把系数还原为   的
正确符号！
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余子式与代数余子式
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定理：行列式等于它的任一行（或列）的各元素与其对应的代数余子式乘积之和。

按第   行展开：

按第   列展开：

策略：通常选择零元素昀多的一行（列）进行展开。
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行列式按行（列）展开定理
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例  1 .3 .1：计算四阶行列式

解题切入点：优先选择零元素分布昀密集的一行（或列）以实施定理降阶。
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典例分析 (题)
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解：发现第  2  行只有元素   非零，按第  2  行展开：

利用对角线法则或性质计算三阶行列式：
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典例分析 (析)
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实战策略：

并不总能遇到像例  1  那样整行只有  1  个非零元素的情况。

1.  先利用性质  5（倍加变换），将某行（列）处理成只有一个非零元素。
2.  然后对该行（列）进行展开，实现降阶。
这种方法在处理含有字母的行列式时尤为高效。
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计算技巧：先消元再展开
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例  1 .3 .2：已知四阶行列式  ，

求解该常数组合式项： 。

解题策略：此多项式的参数分布   明显区别于母矩阵第  4  行，无法直套定理公
式，须利用余子式的代数替换等价性对原始矩阵矩阵发起重定义。
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典例分析：代数余子式的构造结构 (题)
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解：展开定理的逆向应用阐明——若以任意一组有序列常数域代数余子式求内积计算，其等
效于将原行列式对应行（或列）的数据覆为这组参数后生成的全新行列式。

目标式态   的外部系数为  ，故对原始行列式的第  4
行执行强制替换：

原式
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典例分析：代数余子式的构造结构 (析)
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进而针对重定义后的新行列式，按仅有单个非零元的第  3  行施行降阶操作：

对于被隔离出的三阶子结构，以高斯常数或对角线法则予以末端求解：

合并各因数由此得解：原式 。
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典例分析：行列式的层级展开
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再次代入该篇首展示用   阶行列式：

直接锁定第  1  列展开环境（仅存两处非零位   及  ）。
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定理投射：再探高阶引路题结构

MatNobleMatNoble



分离降阶公式结构： 。

针对第一极角余子式： ，提取子阵   实为一个主特征值恒为   的常
态上三角空间。计算结果恒等于  。故第一乘数项昀终反馈回： 。

针对下缘极角余子式： 。且结构特征表面   转为了一个对角序列等
比递增排位   下的完备下三角系。其特解乘积化约为  

。追加主元乘系数  ，代数形态汇聚为  。

组合通解值如下：

对比例题，不难判定分离提取算子模式能够规整化繁杂操作并在很大层面上降低消元级联误差。
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同构项方程推算
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综述：

对于低阶或含有大量   的行列式，直接利用展开定理可快速降阶求解。但对于阶数较高或含
有规律参数（如   阶行列式），强行展开极易导致计算爆炸。
我们需要根据它们特殊的形状特征，采用对应的结构化运算套路。

接下来我们将分析三类最常见的特型行列式：

1 .  “行（列）和相等”行列式
2 .  箭型（爪型）行列式
3 .  加边法（升阶转化为箭型）
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1.4 行列式的计算方法汇总

MatNobleMatNoble



形式与形状特征：

在矩阵中，横向（或纵向）将每行（或每列）的所有元素相加，得到的总和   恒为常数（如
每一列相加结果完全相同）。

核心运算套路（三步法则）：

1.  全归一处：将第   至第   列的元素全加到第   列（此时第   列全变为  ）。
2.  提取公因式：将第   列的公因子   提取至行列式外部（此时第   列全变为  ）。
3.  消元降阶：将第   行乘以   加到其余各行（利用首位   将该列其余元素全化为  ），随
即沿该列展开降阶。
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特型一：“行（列）和相等”的行列式
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例  1 .3 .3：计算具有相容性的四阶行列式  

解：提取矩阵基本代数参数得出，其横列或纵列向等加皆符合  。

第一步运算基调：利用列向量整合功能将第   列等比全量注入到第   列；并抽取其作为
列公因子常数：
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特型一：典例剖析 (1/3)
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第二部降维工作：在基础性质  5  辅助下用倒角消除功能使首行负倍加入后面全层：

此时按绝对孤立的第   列予以解体退阶重列：
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特型一：典例剖析 (2/3)
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在此基础面接手已下行的内部三阶子式。剥离冗长的行内常数字：第   层剔除系数常态   并
对末行脱去系数负号标量   从而建立更平滑之演算式：

直接清算操作环节（构建为倒三角状态解之）：
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特型一：典例剖析 (3/3)
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形式与形状特征：

除某一行、某一列以及主对角线外，其余位置的元素全为  。其非零数值的排布宛如一只 “爪
子 ”或一把带有尾羽的 “利箭 ”。

核心运算套路（逆消元法）：

利用 “箭身 ”（主对角线）上分散的非零元素，去反向消灭 “箭端 ”（如第一行或第一列）上密集
的非零元素。

设第一行和第一列为箭端：

将第   列提取适当倍数（通常为  ）加到第   列，逐步将第   列除   外的元素全部洗
成  ，昀终化为上三角或下三角行列式。
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特型二：箭型（爪型）行列式
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例  1 .3 .4：计算   阶箭型阵列体系行列式  (定义集： )

解：利用第   列至第   列对角线上的  ，去消灭第   列第   行的  。
操作：依次将第   列乘以   加到第   列  ( )。
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特型二：典例剖析
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至此中心辐射状首行元素转化为  。且在其本列区域所有底元均全等清空等于  ：

所得昀终状态矩阵乃纯正对角线特征行列集结果：
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特型二：阵列空间投影演算
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形式与形状特征：

矩阵本身高度对称，昀显眼的特征是除了主对角线元素不同之外，其余所有元素完全相同

（通常全为   或者某个常数）。

核心运算套路（行式升维延展）：

将等分对称形式通过代数拓展一行一列推高维度：原高权位置设置其单位标向  ；平行动向
则根据既定参数特征以定常补齐。这一扩展保持了   阶原有整体性数值规模在代数几何意义
的严格不变平衡（加边值与展开的相抵约束）：

接着依据高位第一行向下降级消除所有对位重复基项参数。这一环节把难以破壁的绝对向对

等格式顺利代换到了具有极性发散性的箭列分布形式上面。
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特型三：加边法（升阶法）
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例  1 .3 .5：计算除主对角线外全为常态系数   的   阶行列系分布形式

解：施行增补延边算法体系以代建生成出完整阶级阵势：
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特型三：典例剖析
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行系变换将所建增列标第一参数项赋倍数项向下逐一定点切削（ ）：

退形动作终值导向极佳，全阶阵法已被定态降构为一个标志性极高的箭集放射行列系统。

(该式承接下层处理法即对等切入特式类型二解结构逆代法操作序列：只须确认先设项组基值
 定势，借外端子列行以   比权重倒位清理标杆首列列项并输出对角化乘式模

型即可 )。
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特型三：等阶形式逆化箭型演算
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行列式降阶与结构对齐机制

代数参数抽象及全特型拓扑映射演武
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