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初等变换：系统的“归一化”
PART 1



1.1 初等变换：规则的定义

对矩阵进行以下三类操作，统称为 初等行（列）变换：
■ 互换：交换两行（列）的位置。
■ 倍乘：用一个非零常数 𝑘 乘以某一行（列）。
■ 倍加：将某一行（列）的 𝑘 倍加到另一行（列）上。

■ 这三类变换统称为 初等变换。
■ 后续我们将利用 these“工具”对矩阵进行大幅度的简化。
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1.2 初等矩阵的定义与标准记号

定义
对单位矩阵 𝐈 执行一次初等变换所得到的矩阵，称为 初等矩阵。

我们为三类初等矩阵设定了统一记号（以行变换定义）：
■ 𝐄𝑖𝑗 ：交换第 𝑖, 𝑗 行得到的矩阵。
■ 𝐄𝑖(𝑘) ：第 𝑖 行乘以 𝑘 得到的矩阵。
■ 𝐄𝑖𝑗(𝑘) ：将第 𝑗 行的 𝑘 倍加到第 𝑖 行得到的矩阵。
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1.2 重点辨析：𝐄𝑖𝑗(𝑘) 与 𝐄𝑗𝑖(𝑘)

𝐄12(𝑘) 的形态
⎛⎜
⎝

1 k 0
0 1 0
0 0 1

⎞⎟
⎠

■ 左乘 𝐄12(𝑘)𝐀：
𝑟1 + 𝑘𝑟2（后加给前）

■ 右乘 𝐀𝐄12(𝑘)：
𝑐2 + 𝑘𝑐1（前加给后）

𝐄21(𝑘) 的形态
⎛⎜
⎝

1 0 0
k 1 0
0 0 1

⎞⎟
⎠

■ 左乘 𝐄21(𝑘)𝐀：
𝑟2 + 𝑘𝑟1（后加给前）

■ 右乘 𝐀𝐄21(𝑘)：
𝑐1 + 𝑘𝑐2（前加给后）

注意：避坑指南
记住一句话：左乘时，下标顺序与行操作一致；右乘时，操作方向与下标顺序相反。
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1.2 [Instant Drill] 识别变换
即
时
练
习

题：变换识别

已知 𝐀 为 3 × 4 矩阵，描述以下运算的物理意义：

𝐄2(3) ⋅ 𝐀 ⋅ 𝐄13

解析步解：
1. 观察左侧：𝐄2(3) 在左边 ⟹ 行变换：第 2 行乘以 3。
2. 观察右侧：𝐄13 在右边 ⟹ 列变换：交换第 1 列和第 3 列。
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1.3 矩阵的等价 (Matrix Equivalence)

定义
如果矩阵 𝐀 经有限次 初等变换变成矩阵 𝐁，则称矩阵 𝐀 与 𝐁 等价，记作
𝐀 ∼ 𝐁。

■ 数学本质：存在可逆矩阵 𝐏, 𝐐，使得 𝐁 = 𝐏𝐀𝐐。
■ 基本性质：反身性 (𝐴 ∼ 𝐴)、对称性 (𝐴 ∼ 𝐵 ⇒ 𝐵 ∼ 𝐴)、传递性。

直观理解：虽然“长相”变了，但矩阵承载的 核心特征信息保持不变。

经济数学 II 8 / 14



1.4 为什么初等变换能求逆？

理论推导
若 𝐀 可逆，则 𝐀 必能经有限次初等行变换化为 𝐈。
这相当于存在一系列初等矩阵 𝐏1, 𝐏2, … , 𝐏𝑘 使得：

(𝐏𝑘 … 𝐏1)𝐀 = 𝐈

两边同时右乘 𝐀−1，得：
(𝐏𝑘 … 𝐏1)𝐈 = 𝐀−1

核心发现：对 𝐀 执行的行变换序列，如果同样作用于 𝐈，结果就是 𝐀−1！
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1.4 (𝐀 ∣ 𝐈) 算法：标准操作流程

为了同步记录变换过程，我们构造增广矩阵：

(𝐀 ∣ 𝐈) 仅限初等行变换−−−−−−−−→ (𝐈 ∣ 𝐀−1)

操作步骤：
1. 将 𝐀 与 𝐈 并列排成 𝑛 × 2𝑛 矩阵。
2. 使用 高斯-约当消元法（Gauss-Jordan），通过行变换将左侧化为 𝐈。
3. 此时右侧原本是 𝐈 的位置，自然就变成了 𝐀−1。
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1.4 [实战] 求逆实战 (练习 8.2)

即
时
练
习

题：求逆练习

求 𝐀 = ⎛⎜
⎝

1 0 1
2 1 0

−3 2 −5
⎞⎟
⎠
的逆矩阵。
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1.4 求逆实战・解析演示

⎛⎜
⎝

1 0 1 ∣ 1 0 0
2 1 0 ∣ 0 1 0

−3 2 −5 ∣ 0 0 1
⎞⎟
⎠

𝑟2−2𝑟1−−−−→
𝑟3+3𝑟1

⎛⎜
⎝

1 0 1 ∣ 1 0 0
0 1 −2 ∣ −2 1 0
0 2 −2 ∣ 3 0 1

⎞⎟
⎠

𝑟3−2𝑟2−−−−→ ⎛⎜
⎝

1 0 1 ∣ 1 0 0
0 1 −2 ∣ −2 1 0
0 0 2 ∣ 7 −2 1

⎞⎟
⎠

归一与回代−−−−−−→ ⎛⎜
⎝

1 0 0 ∣ −2.5 1 −0.5
0 1 0 ∣ 5 −1 1
0 0 1 ∣ 3.5 −1 0.5

⎞⎟
⎠

注意：警示
在求逆过程中，严禁使用列变换！否则你求出的将不是逆矩阵。
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1.4 3-1 初等变换・核心总结

■ 一个核心工具：初等行变换（互换、倍乘、倍加）。
■ 一个等价算子：初等矩阵（左乘行变，右乘列变）。
■ 一个基本关系：矩阵的等价（𝐴 ∼ 𝐵 ⟺ 𝐵 = 𝑃𝐴𝑄）。
■ 一个高效应用：(𝐀 ∣ 𝐈) → (𝐈 ∣ 𝐀−1) 求逆算法。

练一练：课后请独立完成习题册第 8 讲第 1-2 题，熟练掌握“行变换求逆”的操
作细节。
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3-1：初等变换与逆矩阵
下节预告：矩阵的秩 (提取系统的核心信息)
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