
第3-2节： 矩阵的秩
寻找变换中的 “不动点” 与核心信息

张 振



[经管应用背景] 矩阵的秩有什么用？

在经济与管理模型中，矩阵的秩代表了系统的“信息独立性”或“资源有效性”：

■ 投入产出模型：秩的大小决定了部门之间是否存在冗余。
■ 资产组合定价：若资产收益矩阵不满秩，说明某些资产可以由其他资产“复制”，
存在 套利机会。

■ 多维数据分析：在 PCA 等降维算法中，秩决定了保留多少维度能代表核心特征。

学习目标：通过初等变换，迅速提取复杂数据矩阵中的核心“自由度”。
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从子式到秩的飞跃
PART 1



1.1 起：矩阵的“子式”(Minors)

在定义秩之前，我们需要先理解矩阵的局部特征：

■ 定义：在 𝑚 × 𝑛 矩阵 𝐀 中，任取 𝑘 行 𝑘 列 (𝑘 ≤ min{𝑚, 𝑛})，位于这些行列交叉
点上的 𝑘2 个元素按原相对位置构成的 𝑘 阶行列式，称为 𝐀 的一个 𝑘 阶子式。

注意：规模分析
一个 3 × 4 矩阵有多少个 2 阶子式？
答案：𝐶2

3 × 𝐶2
4 = 3 × 6 = 18 个。
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1.2 承：矩阵的“秩”(Rank)

为了刻画矩阵的本质规模，我们引入“最高阶”的概念：
■ 定义：矩阵 𝐀 中 最高阶非零子式的阶数，称为矩阵 𝐀 的秩，记作 𝑅(𝐀)。
■ 特别地，零矩阵的秩规定为 0。

等价描述
若 𝑅(𝐀) = 𝑟，意味着：

1. 𝐀 中至少有一个 𝑟 阶子式不等于 0。
2. 𝐀 中所有 𝑟 + 1 阶子式（如果存在）全等于 0。
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计算的工业标准
PART 2



2.1 转：变换中的“不动点”

子式定义虽然严谨，但直接计算所有子式简直是灾难。

核心定理

初等变换不改变矩阵的秩。

由此产生的算法思想：
■ 将矩阵 𝐀 通过初等行变换化为最简单的形态。
■ 在最简形态下，一眼锁定非零子式。
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2.2 锁定“秩”的终极形态：行阶梯形

■ 操作目标：利用初等行变换将 𝐀 化为 行阶梯形。
■ 判定法则：

矩阵的秩 𝑅(𝐀) = 行阶梯形矩阵中非零行的行数

■ 逻辑：行阶梯形的非零行主元构成的对角子式必非零。
■ 提示：计算过程中，通常只需要行变换即可完成。
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从基础计算到含参判定
PART 3



例 3-2-1：基础秩计算
即
时
练
习

题：求秩计算

计算矩阵 𝐀 = ⎛⎜
⎝

1 2 3
2 3 5
3 4 7

⎞⎟
⎠
的秩。
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例 3-2-1：基础秩计算・解析

解析步解：

⎛⎜
⎝

1 2 3
2 3 5
3 4 7

⎞⎟
⎠

𝑟2−2𝑟1−−−−→
𝑟3−3𝑟1

⎛⎜
⎝

1 2 3
0 −1 −1
0 −2 −2

⎞⎟
⎠

𝑟3−2𝑟2−−−−→ ⎛⎜
⎝

1 2 3
0 −1 −1
0 0 0

⎞⎟
⎠

■ 观察最后的行阶梯形矩阵，其非零行为前两行。
■ 因此，矩阵的秩为：

𝑅(𝐀) = 2
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例 3-2-2：[变式] 依赖性判定 (对标作业 9.3)

即
时
练
习

题：参数判定

某投资组合包含 3 种风险资产，其协方差特征矩阵为 𝐀 = ⎛⎜
⎝

𝑘 2 2
2 𝑘 2
2 2 𝑘

⎞⎟
⎠
。

若该组合的风险可以通过线性组合被完全抵消（即 𝐀 为退化矩阵），试求 𝑘
的取值，并讨论此时矩阵的秩。
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例 3-2-2：[变式] 依赖性判定・解析

解析步解：特征矩阵退化等价于 |𝐀| = 0。
■ 计算行列式：

|𝐀| = ∣
𝑘 2 2
2 𝑘 2
2 2 𝑘

∣
𝑐1+𝑐2+𝑐3−−−−−−→ (𝑘 + 4) ∣

1 2 2
1 𝑘 2
1 2 𝑘

∣ = (𝑘 + 4)(𝑘 − 2)2

■ 令 |𝐀| = 0，得 𝑘 = −4 或𝑘 = 2。

秩的讨论：

■ 若 𝑘 = 2，则 𝐀 = ⎛⎜
⎝

2 2 2
2 2 2
2 2 2

⎞⎟
⎠

⟹ 𝑅(𝐀) = 1。

■ 若 𝑘 = −4，由 ∣−4 2
2 −4∣ = 12 ≠ 0 ⟹ 𝑅(𝐀) = 2。

经济数学 II 14 / 19



从理论到实战的飞跃
PART 4



Skill 01：数值矩阵——“阶梯线”原则

对于不含参数的纯数值矩阵，核心是 规范性：

1. 选主元：尽量选 1 或 -1 作为左上角主元（方便消元且不出分数）。
2. 向下消元：利用第一行消去下面所有行的首列非零元。
3. 数行数：化为行阶梯形后，非零行的个数即为秩。

实战建议
手动计算时，主元归 1 的动作可以留在 最后一步，以避免中间计算出现复杂分
数。
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Skill 02：含参矩阵——“行列式”判据

当矩阵中包含变量 𝑘, 𝑡 时，优先考虑 特征子式：

■ 方阵判据：若 𝐴 是 𝑛 阶方阵，𝑅(𝐴) < 𝑛 ⟺ |𝐴| = 0。
■ 分类讨论：先解出令 |𝐴| = 0 的关键参数值，再分情况带回原矩阵验证。

注意陷阱
令 |𝐴| = 0 只能说明秩“跌落”了，但跌落到多少（是 𝑛 − 1 还是更小）需要带回
参数后进行二次判断。
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Skill 03：抽象矩阵——“等价”秒杀

对于描述性的选择题或填空题，核心在于 秩的唯一性：

■ 核心性质：𝐴 ∼ 𝐵 ⟺ 𝑅(𝐴) = 𝑅(𝐵)。
■ 判别法：若 |𝐴| = 0，则 𝑅(𝐴) < 𝑛，若此时 𝐴 ∼ 𝐵，则必有 𝑅(𝐵) < 𝑛，进而

|𝐵| = 0。

考场金律：等价即等秩，等秩即等价。
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第 3-2 节核心总结

■ 本质：秩是矩阵中非零子式的最高阶数，代表了矩阵信息的“维度”。
■ 性质：初等变换保持秩不变。
■ 方法：化为行阶梯形，数非零行。
■ 判据：𝑅(𝐀) = 𝑛 ⟺ |𝐀| ≠ 0（针对 𝑛 阶方阵）。

课后挑战：若 𝐀 是 𝑚 × 𝑛 矩阵，𝑅(𝐀) 的取值范围是多少？（思考并查阅教材第
9 讲）
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