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[经管背景] 秩：信息的有效维度

■ 数据降维：𝑚 个经济指标中，若秩为 𝑟 < 𝑚，则只需 𝑟 个指标即可完整描述系统。
■ 方程独立性：若 𝑚 个约束条件的系数矩阵秩为 𝑟 < 𝑚，则有 𝑚 − 𝑟 个约束是冗
余的。

■ 自由度：𝑛 − 𝑟 正是系统的” 自由变量个数”，也是解空间的维数。

学习目标：理解极大线性无关组与向量组的秩，掌握利用初等行变换求秩与极
大无关组的方法，理解三秩相等定理。
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寻找向量组中的” 基石”
PART 1



引例：信息的冗余与精简

考察向量组：

𝜶1 = (1, 1, 1)T, 𝜶2 = (2, 2, 2)T, 𝜶3 = (1, 2, 3)T, 𝜶4 = (3, 4, 5)T

■ 𝜶2 = 2𝜶1（冗余，第 2 个向量与第 1 个线性相关）
■ 𝜶4 = 2𝜶1 + 𝜶3（冗余，第 4 个向量可由第 1、3 个表示）
■ 核心信息仅由 {𝜶1, 𝜶3} 携带

这引出了极大线性无关组的概念：寻找向量组中携带完整信息的最小子集。
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极大线性无关组的定义

定义
若向量组 𝑇 中存在 𝑟 个向量 𝜶1, … , 𝜶𝑟 满足：

1. 无关性：𝜶1, … , 𝜶𝑟 线性无关；
2. 代表性：𝑇 中任意一个向量都可由 𝜶1, … , 𝜶𝑟 线性表示；
则称 𝜶1, … , 𝜶𝑟 为向量组 𝑇 的一个极大线性无关组。

向量组的秩
极大线性无关组所含向量的个数 𝑟 称为该向量组的秩，记为

𝑅(𝜶1, 𝜶2, … , 𝜶𝑚) = 𝑟

注意：极大线性无关组一般不唯一，但秩（个数）是唯一确定的。
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三秩相等与标准求法
PART 2



三秩相等定理

核心定理

𝑅(𝐀)⏟
矩阵的秩

= 𝑅(行向量组)⏟⏟⏟⏟⏟
行秩

= 𝑅(列向量组)⏟⏟⏟⏟⏟
列秩

实用意义：
■ 初等行变换不改变矩阵的列向量组的线性相关关系（秩不变，但向量本身改变）。
■ 化为行阶梯形后，主元（非零首元）所在的列对应的原矩阵列向量，构成极大线性
无关组。

■ 非零行的行数 = 矩阵的秩 = 列向量组的秩。
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求极大线性无关组的标准步骤

1. 以各向量为列向量构成矩阵 𝐀。
2. 对 𝐀 施行初等行变换，化为行最简形。
3. 行最简形中主元（每行首个非零元）所在的列编号，对应的原矩阵列向量即为极
大线性无关组。

4. 非零行行数即为向量组的秩 𝑟。
5. 其余向量的线性表示系数可从行最简形中直接读出。

关键：极大无关组取的是原矩阵的列向量，不是行最简形的列向量！
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两道计算题，分步讲解
PART 3



例 4-2-1：求极大线性无关组（题）
即
时
练
习

题：求秩与极大无关组

求向量组的秩和极大无关组，并将其余向量用极大无关组线性表示：
𝜶1 = (1, −2, −1, 0)T, 𝜶2 = (2, −4, −2, 0)T,
𝜶3 = (3, 0, 3, 3)T, 𝜶4 = (−2, 4, 2, 0)T
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例 4-2-1：解析

构造矩阵并化行最简形：

𝐀 = (𝜶1, 𝜶2, 𝜶3, 𝜶4) =
⎛⎜⎜⎜
⎝

1 2 3 −2
−2 −4 0 4
−1 −2 3 2
0 0 3 0

⎞⎟⎟⎟
⎠

行变换−−−→
⎛⎜⎜⎜
⎝

1 2 0 −2
0 0 1 0
0 0 0 0
0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟
⎠

结论：

■ 主元在第 1、3 列 ⇒ 极大无关组为 𝜶1, 𝜶3

■ 秩 𝑅 = 2
■ 从行最简形读出：𝜶2 = 2𝜶1，𝜶4 = −2𝜶1
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例 4-2-2：五向量组的极大无关组（题）
即
时
练
习

题：来自课后习题 §12

设向量组

𝜶1 =
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

1
1

−2
1

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

, 𝜶2 =
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

−2
8
4

−2

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

, 𝜶3 =
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

−3
7
2

−3

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

, 𝜶4 =
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

1
−9
6
1

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

, 𝜶5 =
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

2
12
−8
2

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

求该向量组的秩和一个极大线性无关组，并把其余向量用此极大无关组线
性表示。
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例 4-2-2：解析（Step 1）

以各向量为列构造矩阵，施行初等行变换：

𝐀 = (𝜶1, 𝜶2, 𝜶3, 𝜶4, 𝜶5) =
⎛⎜⎜⎜
⎝

1 −2 −3 1 2
1 8 7 −9 12

−2 4 2 6 −8
1 −2 −3 1 2

⎞⎟⎟⎟
⎠

𝑟2−𝑟1−−−−−−−−−→
𝑟3+2𝑟1, 𝑟4−𝑟1

⎛⎜⎜⎜
⎝

1 −2 −3 1 2
0 10 10 −10 10
0 0 −4 8 −4
0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟
⎠

化行最简−−−−−→
⎛⎜⎜⎜
⎝

1 0 0 −3 5
0 1 0 1 0
0 0 1 −2 1
0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟
⎠
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例 4-2-2：解析（Step 2）

读出结论：
■ 主元在第 1、2、3 列 ⇒ 极大线性无关组为 𝜶1, 𝜶2, 𝜶3
■ 秩 𝑅 = 3

其余向量的线性表示（直接读取行最简形的第 4、5 列系数）：

𝜶4 = −3𝜶1 + 𝜶2 − 2𝜶3

𝜶5 = 5𝜶1 + 0 ⋅ 𝜶2 + 𝜶3

关键：线性表示系数直接来自行最简形对应列，取的是原向量的线性组合。
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例 4-2-3：补充练习型例题（题）
即
时
练
习

题：求秩与线性表示

设向量组

𝜶1 = ⎛⎜
⎝

1
0
2
⎞⎟
⎠

, 𝜶2 = ⎛⎜
⎝

0
1

−1
⎞⎟
⎠

, 𝜶3 = ⎛⎜
⎝

3
2
4
⎞⎟
⎠

, 𝜶4 = ⎛⎜
⎝

−1
2

−4
⎞⎟
⎠

求该向量组的秩和一个极大线性无关组，并把其余向量用此极大无关组线
性表示。
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例 4-2-3：补充练习型例题・解析

以各向量为列构造矩阵并化行最简形：

𝐀 = (𝜶1, 𝜶2, 𝜶3, 𝜶4) = ⎛⎜
⎝

1 0 3 −1
0 1 2 2
2 −1 4 −4

⎞⎟
⎠

行变换−−−→ ⎛⎜
⎝

1 0 3 −1
0 1 2 2
0 0 0 0

⎞⎟
⎠

结论：

■ 主元在第 1、2 列 ⇒ 极大线性无关组为 𝜶1, 𝜶2

■ 秩 𝑅 = 2
■ 从行最简形读出：𝜶3 = 3𝜶1 + 2𝜶2，𝜶4 = −𝜶1 + 2𝜶2
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即时练习（题）
即
时
练
习

题：综合计算

设向量组 𝜶1 = (1, 2, 1, 3)T，𝜶2 = (4, 1, −1, −5)T，𝜶3 = (−1, 3, 3, 11)T。
1. 求向量组的秩与一个极大线性无关组。
2. 将其余向量用极大无关组线性表示。
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即时练习（析）

构造矩阵并化行最简形：

⎛⎜⎜⎜
⎝

1 4 −1
2 1 3
1 −1 3
3 −5 11

⎞⎟⎟⎟
⎠

行变换−−−→
⎛⎜⎜⎜
⎝

1 0 0
0 1 0
0 0 1
0 0 0

⎞⎟⎟⎟
⎠

■ 主元在第 1、2、3 列 ⇒ 极大无关组：𝜶1, 𝜶2, 𝜶3，秩 𝑅 = 3。
■ 三个向量本身线性无关，故没有其余向量需要线性表示。
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本节考试总结

核心公式：求极大无关组的标准流程
1. 向量竖着写，构造矩阵 𝐀 = (𝜶1, 𝜶2, ⋯ , 𝜶𝑚)。
2. 初等行变换 → 化行最简形（全部主元为 1）。
3. 最简形中每一列第一个非零元所在列（主元列，即行阶梯形中每行第一个
非零元所在的列）对应的原矩阵列向量，就是极大无关组。

4. 秩 𝑅 = 主元列的个数（= 非零行行数）。
5. 其余向量的系数直接从最简形对应列读出。

注意：要取原矩阵的列向量！不是行最简形的列向量！
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