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目录
1. 余子式、代数余子式与按行列展开

2. 行列式的线性性质与列变换

3. 特殊行列式：Vandermonde型与同结构行列式

4. 特殊形状：行和或列和相等

5. 特殊形状：箭形与边框型

6. 分块三角行列式

本章定位
行列式章节的核心不是机械展开，而是识别结构并选择合适工具。常用工具包括行列式性质、余子式与代

数余子式、特殊行列式和分块行列式。

考点：余子式、代数余子式与按行列展开
知识点 余子式𝑀𝑖 𝑗 是划去第 𝑖 行第 𝑗 列后得到的行列式；代数余子式 𝐴𝑖 𝑗 = (−1)𝑖+𝑗𝑀𝑖 𝑗。按第 𝑖 行展开时，

𝐷 =
𝑛∑
𝑗=1

𝑎𝑖 𝑗𝐴𝑖 𝑗 .

当关注对象是“余子式之和”，不要误用代数余子式。
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典型例题

设

𝐷 =

����������
1 2 3 4

1 1 1 1

0 1 0 0

1 1 0 1

���������� ,
目标：确定第 1行各元素余子式之和。

例题变式

设

𝐷 =

����������
2 0 1 −1
1 3 0 2

0 1 2 1

1 0 −1 1

���������� .
目标：确定第 1行第 1、3、4个元素对应的代数余子式之和。

考点：行列式的线性性质与列变换
知识点 行列式对某一行或某一列具有线性性。常见结构是把新矩阵的列向量写成旧矩阵列向量的线性组合，
再把新矩阵写成

B = AC,

从而 |B| = |A| |C|。

典型例题

设 |A| = −1，且
A = (𝜶 1,𝜶 2,𝜶 3).
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目标：确定
|𝜶 1 + 𝜶 2 + 𝜶 3, −𝜶 1 + 𝜶 2 + 𝜶 3, 𝜶 1 + 2𝜶 2 + 3𝜶 3 |.

例题变式

设 A = (𝜶 1,𝜶 2,𝜶 3)，且 |A| = 3。目标：确定

|2𝜶 1 + 𝜶 2, 𝜶 1 − 𝜶 3, 𝜶 2 + 2𝜶 3 |.

考点：特殊行列式：Vandermonde型与同结构行列式
知识点 Vandermonde行列式的标准形为�����������

1 𝑥1 𝑥2
1 · · · 𝑥𝑛−11

1 𝑥2 𝑥2
2 · · · 𝑥𝑛−12

...
...

...
...

1 𝑥𝑛 𝑥2
𝑛 · · · 𝑥𝑛−1𝑛

�����������
=

∏
1≤𝑖< 𝑗≤𝑛

(𝑥 𝑗 − 𝑥𝑖).

识别出 𝑥𝑖 后直接代入，比展开更稳定。

典型例题

计算

𝐷 =

����������
1 1 1 1

1 3 2 −1
1 9 4 1

1 27 8 −1

���������� .
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例题变式

计算

𝐷 =

����������
1 0 0 0

1 1 1 1

1 2 4 8

1 −1 1 −1

���������� .

考点：特殊形状：行和或列和相等
知识点 当行列式每一行元素之和相等，或每一列元素之和相等时，常用“把若干行（列）加到一行（列）”的
方式先提出公共因子，再用初等变换化简。典型结构是

𝐷𝑛 =

��������������

𝑎 𝑏 𝑏 · · · 𝑏

𝑏 𝑎 𝑏 · · · 𝑏

𝑏 𝑏 𝑎 · · · 𝑏
...

...
...

. . .
...

𝑏 𝑏 𝑏 · · · 𝑎

��������������
,

其每一行之和均为 𝑎 + (𝑛 − 1)𝑏。该类行列式常化为

𝐷𝑛 =
[
𝑎 + (𝑛 − 1)𝑏

]
(𝑎 − 𝑏)𝑛−1.

典型例题

计算

𝐷𝑛 =

��������������

2 1 1 · · · 1

1 2 1 · · · 1

1 1 2 · · · 1
...

...
...

. . .
...

1 1 1 · · · 2

��������������
𝑛×𝑛

.
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例题变式

计算

𝐷𝑛 =

��������������

𝑎 𝑏 𝑏 · · · 𝑏

𝑏 𝑎 𝑏 · · · 𝑏

𝑏 𝑏 𝑎 · · · 𝑏
...

...
...

. . .
...

𝑏 𝑏 𝑏 · · · 𝑎

��������������
.

考点：特殊形状：箭形与边框型
知识点 箭形或边框型行列式通常只有第一行、第一列以及主对角线位置较密集，例如

𝐷 =

��������������

𝑎1 1 1 · · · 1

1 𝑎2 0 · · · 0

1 0 𝑎3 · · · 0
...

...
...

. . .
...

1 0 0 · · · 𝑎𝑛

��������������
.

若 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛 ≠ 0，可用第 2到第 𝑛行消去第一行的非对角元素，从而化为三角形行列式。

典型例题

计算

𝐷𝑛 =

��������������

𝑎1 1 1 · · · 1

1 𝑎2 0 · · · 0

1 0 𝑎3 · · · 0
...

...
...

. . .
...

1 0 0 · · · 𝑎𝑛

��������������
, 𝑎𝑖 ≠ 0 (𝑖 = 2, . . . , 𝑛).
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例题变式

计算

𝐷 =

����������
4 1 1 1

1 2 0 0

1 0 3 0

1 0 0 6

���������� .

考点：分块三角行列式
知识点 若分块矩阵为 (

A O

C B

)
或 (

A C

O B

)
,

则其行列式等于 |A| |B|。

典型例题

设 A,B为 𝑛阶矩阵，关注 �����A O

C B

����� .

例题变式

设 |A| = 2, |B| = −3，其中 A,B均为三阶矩阵，关注�����A O

C 2B

����� .
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