
第 2章：矩阵及其运算复习讲义教师版
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本章定位
矩阵运算的重点是运算顺序、可逆性条件和分块结构。复习时要特别注意：矩阵乘法一般不可交换，逆矩

阵乘积要反序，分块矩阵要先看块的位置。

考点：矩阵运算律与常见误区
知识点 矩阵转置满足

(A + B)T = AT + BT, (AB)T = BTAT.

若 A,B可逆，则
(AB)−1 = B−1A−1.

注意反序。
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典型例题

下列矩阵恒等式的正误辨析：
(𝐴) (AB)−1 = A−1B−1,

(𝐵) (A + B)T = AT + BT,

(𝐶) AB = O ⇒ A = O或B = O,

(𝐷) (AB)𝑘 = B𝑘A𝑘 .

【解】转置对加法满足分配律，所以 (B)正确。(A)中逆矩阵乘积顺序错误，正确公式是

(AB)−1 = B−1A−1.

(C)错，因为矩阵乘积为零不推出因子为零。(D)一般也错，因为矩阵乘法不可交换。

例题变式

若 A,B均可逆，化简
(ABA−1)−1.

【解】按乘积逆矩阵公式反序：

(ABA−1)−1 = (A−1)−1B−1A−1 = AB−1A−1.

考点：伴随矩阵与逆矩阵
知识点 若 A可逆，则

A−1 =
1

|A|A
∗, AA∗ = A∗A = |A|E.

遇到由矩阵方程推出逆矩阵的题，常把方程整理为 AB = 𝑐E。

典型例题

已知方阵 A满足
A2 − 2A + 3E = O,

目标：给出 A−1。
【解】将方程改写为

A(2E − A) = 3E.
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右端为非零常数倍单位矩阵，因此 A可逆。两边除以 3，可得

A−1 =
1

3
(2E − A).

例题变式

已知方阵 A满足
A2 − A + 2E = O,

目标：给出 A−1。
【解】由原式得

A2 − A = −2E ⇒ A(A − E) = −2E.

因此
A−1 = −1

2
(A − E).

典型例题

已知
|A| = 2, A为三阶可逆矩阵.

关注 (
1
2
A
)−1 − 2A∗与 A∗的关系。

【解】由数乘矩阵逆矩阵公式： (
1

2
A

)−1
= 2A−1.

又
A−1 =

1

|A|A
∗ =

1

2
A∗.

因此 (
1

2
A

)−1
= 2 · 1

2
A∗ = A∗,

从而 (
1

2
A

)−1
− 2A∗ = −A∗.

这类结构的重点是先把逆矩阵统一转化为伴随矩阵。
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例题变式

已知

A =
©­­­«
5 0 0

0 2 2

0 1 3

ª®®®¬ .
目标：给出 A−1。
【解】该矩阵可看作分块对角结构：

A =

(
5 O

O B

)
, B =

(
2 2

1 3

)
.

先计算
B−1 =

1

2 · 3 − 2 · 1

(
3 −2
−1 2

)
=

(
3
4

− 1
2

− 1
4

1
2

)
.

因此

A−1 =
©­­­«
1
5

0 0

0 3
4

− 1
2

0 − 1
4

1
2

ª®®®¬ .

考点：分块矩阵的逆
知识点 对于

M =

(
O A

B O

)
,

若 A,B均可逆，则

M−1 =

(
O B−1

A−1 O

)
.

注意 A−1与 B−1的位置会交换。

典型例题

分析 (
O A

B O

)−1
=

(
O A−1

B−1 O

)
是否正确。
【解】设

N =

(
O B−1

A−1 O

)
.
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则 (
O A

B O

) (
O B−1

A−1 O

)
=

(
E O

O E

)
.

所以正确逆矩阵应为 (
O B−1

A−1 O

)
,

题中写法不正确。

例题变式

设
A =

(
1 2

1 3

)
, B =

(
1 2

2 2

)
,

目标：给出 (
O A

B O

)−1
.

【解】先计算
A−1 =

(
3 −2
−1 1

)
, B−1 =

(
−1 1

1 − 1
2

)
.

因此 (
O A

B O

)−1
=

©­­­­­­«
0 0 −1 1

0 0 1 − 1
2

3 −2 0 0

−1 1 0 0

ª®®®®®®¬
.

典型例题

设

M =

©­­­­­­«
0 0 1 2

0 0 1 3

1 2 0 0

2 2 0 0

ª®®®®®®¬
=

(
O B

C O

)
,

其中
B =

(
1 2

1 3

)
, C =

(
1 2

2 2

)
.

关注M10的分块计算路径。
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【解】分块平方为
M2 =

(
BC O

O CB

)
.

因此
M10 = (M2)5 =

(
(BC)5 O

O (CB)5

)
.

其中
BC =

(
5 6

7 8

)
, CB =

(
3 8

4 10

)
.

该结构的核心是先化为对角分块幂，而不是直接计算四阶矩阵的高次幂。

考点：矩阵方程
知识点 解矩阵方程时，先把未知矩阵集中到一侧，再分析能否左乘或右乘逆矩阵。矩阵乘法不可交换，因此
必须保留因子的左右顺序。

典型例题

设

A =
©­­­«
1 0 1

2 2 0

4 0 5

ª®®®¬ ,
且 AX + E = A2 + X，目标是确定 X。
【解】移项得

AX − X = A2 − E.

左边提出右因子 X，右边分解平方差：

(A − E)X = (A − E)(A + E).

因
|A − E| = −4 ≠ 0,

故 A − E可逆。左乘其逆矩阵，得

X = A + E =
©­­­«
2 0 1

2 3 0

4 0 6

ª®®®¬ .
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例题变式

设 A可逆，且
AX − 2X = A.

若 A − 2E可逆，目标是确定 X。
【解】将左边提出右因子 X：

(A − 2E)X = A.

左乘 (A − 2E)−1，得
X = (A − 2E)−1A.

典型例题

已知矩阵 A和 B满足

AB = A + 2B, A =
©­­­«
3 0 1

1 1 0

0 1 4

ª®®®¬ .
目标：确定 B。
【解】将含 B的项集中到一侧：

AB − 2B = A.

左边提出右因子 B：
(A − 2E)B = A.

若 A − 2E可逆，则
B = (A − 2E)−1A.

对增广矩阵 (A − 2E,A) 作初等行变换，可得

B =
©­­­«
5 −2 −2
4 −3 −2
−2 2 3

ª®®®¬ .
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