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本章定位
本章关注用初等变换分析线性方程组的相容性、解的个数与通解结构。核心工具是系数矩阵、增广矩阵、

阶梯形和秩。

考点：齐次线性方程组的非零解判定
知识点 齐次方程组 AX = 0一定有零解。若未知量个数等于方程个数，非零解存在的充要条件是

|A| = 0.

更一般地，若未知量个数为 𝑛，则有非零解的充要条件是 𝑅(A) < 𝑛。

典型例题

方程组 
𝑘𝑥 + 𝑦 − 2𝑧 = 0,

𝑥 + 𝑘𝑦 + 2𝑧 = 0,

𝑘𝑥 + 𝑦 + 𝑘𝑧 = 0

当 𝑘 为何值时有非零解？
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【解】这是三元齐次方程组。有非零解等价于系数行列式为 0：��������
𝑘 1 −2
1 𝑘 2

𝑘 1 𝑘

�������� = 0.

计算得 ��������
𝑘 1 −2
1 𝑘 2

𝑘 1 𝑘

�������� = (𝑘 − 1)(𝑘 + 1) (𝑘 + 2).

因此
𝑘 = −2,−1, 1.

例题变式

方程组 
𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 0,

𝑥 + 𝑎𝑦 + 𝑧 = 0,

𝑥 + 𝑦 + 𝑎𝑧 = 0

当 𝑎为何值时有非零解？
【解】系数行列式为 ��������

1 1 1

1 𝑎 1

1 1 𝑎

�������� .
作 𝑟2 − 𝑟1, 𝑟3 − 𝑟1，得 ��������

1 1 1

0 𝑎 − 1 0

0 0 𝑎 − 1

�������� = (𝑎 − 1)2.

有非零解对应 (𝑎 − 1)2 = 0，故 𝑎 = 1。

考点：非齐次线性方程组的秩判别
知识点 对于 AX = 𝒃：

𝑅(A) < 𝑅(A, 𝒃) ⇒无解;

𝑅(A) = 𝑅(A, 𝒃) = 𝑛 ⇒唯一解;

𝑅(A) = 𝑅(A, 𝒃) < 𝑛 ⇒无穷多解.
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这里 𝑛是未知量个数。

典型例题

参数 𝜆对方程组 
𝑥1 + 𝑥2 + 𝜆𝑥3 = 𝜆,

𝑥1 + 𝜆𝑥2 + 𝑥3 = 𝜆,

𝜆𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 = 1

解的个数与通解结构的影响。
【解】对增广矩阵作初等行变换：

©­­­«
1 1 𝜆 𝜆

1 𝜆 1 𝜆

𝜆 1 1 1

ª®®®¬ →
©­­­«
1 1 𝜆 𝜆

0 𝜆 − 1 1 − 𝜆 0

0 0 −(𝜆 − 1) (𝜆 + 2) −(𝜆 − 1) (𝜆 + 1)

ª®®®¬ .
由最后一行分析：
(1) 𝜆 ≠ −2, 1时，系数矩阵满秩，有唯一解。
(2) 𝜆 = −2时，最后一行变为 0 = −3，无解。
(3) 𝜆 = 1时，方程组化为 𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 = 1，有无穷多解。令 𝑥2 = 𝑘1, 𝑥3 = 𝑘2，则

𝒙 =
©­­­«
1

0

0

ª®®®¬ + 𝑘1

©­­­«
−1
1

0

ª®®®¬ + 𝑘2

©­­­«
−1
0

1

ª®®®¬ .

例题变式

讨论方程组 
𝑥1 + 𝑥2 + 𝑎𝑥3 = 1,

2𝑥1 + (𝑎 + 1)𝑥2 + (𝑎 + 1)𝑥3 = 2,

(𝑎 + 2)𝑥1 + 3𝑥2 + (2𝑎 + 1)𝑥3 = 3

的解的分类及无穷多解时的通解结构。
【解】增广矩阵化为 ©­­­«

1 1 𝑎 1

0 𝑎 − 1 1 − 𝑎 0

0 0 −(𝑎 + 2) (𝑎 − 1) 1 − 𝑎

ª®®®¬ .
(1)当 𝑎 ≠ −2, 1时，有唯一解。
(2)当 𝑎 = −2时，最后一行变为 0 = 3，无解。
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(3)当 𝑎 = 1时，方程组化为 𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 = 1，有无穷多解：

𝒙 =
©­­­«
1

0

0

ª®®®¬ + 𝑘1

©­­­«
−1
1

0

ª®®®¬ + 𝑘2

©­­­«
−1
0

1

ª®®®¬ .

考点：行满秩矩阵与非齐次方程组
知识点 若 A是𝑚 × 𝑛矩阵，且 𝑅(A) =𝑚 < 𝑛，则 A行满秩。对任意 𝒃，都有

𝑅(A) = 𝑅(A, 𝒃) =𝑚,

故方程组有解；又因为𝑚 < 𝑛，自由变量至少一个，所以有无穷多解。

典型例题

设 A为𝑚 × 𝑛矩阵，𝑅(A) =𝑚 < 𝑛。分析非齐次线性方程组 AX = 𝒃 的解的情况。
【解】因 𝑅(A) =𝑚，增广矩阵 (A, 𝒃) 的秩不可能超过行数𝑚，又必有

𝑅(A, 𝒃) ≥ 𝑅(A) =𝑚.

所以
𝑅(A, 𝒃) = 𝑅(A) =𝑚.

方程组有解。又𝑚 < 𝑛，未知量个数大于秩，因此有无穷多解。

例题变式

若 A是 3 × 5矩阵，且 𝑅(A) = 3，则 AX = 𝒃 是否一定有解？若有解，解是否唯一？
【解】因为 𝑅(A) = 3等于行数，故 A行满秩，对任意 𝒃 都有解。未知量个数为 5，秩为 3，自由变量个数为

5 − 3 = 2.

因而解不唯一，且有无穷多解。
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