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本章定位
向量组的线性相关性通常转化为矩阵秩视角。线性相关性、秩、极大无关组与线性表示都可以通过列矩阵

和初等行变换统一处理。

考点：线性相关与线性无关的判定
知识点 若 𝜶 1, . . . ,𝜶 𝑠 是 𝑛维向量，把它们作为列组成矩阵

M = (𝜶 1, . . . ,𝜶 𝑠).

向量组线性无关等价于 𝑅(M) = 𝑠；线性相关等价于 𝑅(M) < 𝑠。当 𝑠 = 𝑛时，也可用行列式是否为 0分析。

典型例题

已知
𝜶 1 = (1, 2, 0, 1), 𝜶 2 = (1, 1, 1, 1),

𝜶 3 = (1, 𝑡,−1, 1), 𝜶 4 = (0, 1, 𝑡, 1).

参数 𝑡 与该向量组线性无关性的关系。
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【解】四个四维向量线性无关，等价于以它们为列的行列式不为 0：����������
1 1 1 0

2 1 𝑡 1

0 1 −1 𝑡

1 1 1 1

���������� = 3 − 𝑡 .

因此线性无关的条件是
3 − 𝑡 ≠ 0,

即 𝑡 ≠ 3。

例题变式

设
𝜶 1 = (1, 0, 1)T, 𝜶 2 = (1, 1, 0)T, 𝜶 3 = (2, 𝑡, 1)T.

参数 𝑡 与三向量线性相关性的关系。
【解】构造行列式： ��������

1 1 2

0 1 𝑡

1 0 1

�������� = 𝑡 − 1.

线性相关对应行列式为 0，所以
𝑡 = 1.

典型例题

设
𝜶 1 = (1, 2, 𝑡)T, 𝜶 2 = (1, 𝑡, 2)T, 𝜶 3 = (1, 𝑡, 𝑡2)T.

关注参数 𝑡 与三向量线性相关性的关系。
【解】三个三维向量线性相关，等价于以它们为列的行列式为 0：��������

1 1 1

2 𝑡 𝑡

𝑡 2 𝑡2

�������� = 0.

计算并因式分解： ��������
1 1 1

2 𝑡 𝑡

𝑡 2 𝑡2

�������� = −(𝑡 − 2)2(𝑡 + 1).
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因此相关参数来自
𝑡 = 2 或 𝑡 = −1.

若存在附加的参数范围或非退化条件，可在这些候选值中继续筛选。

例题变式

设

A =
©­­­«
1 −2 𝑎

−2 𝑎 1

𝑎 1 −2

ª®®®¬ .
关注 𝑅(A) = 2对参数 𝑎的限制。
【解】三阶矩阵秩为 2，首先需要

|A| = 0.

计算得
|A| = −(𝑎 − 1) (𝑎2 + 𝑎 + 7).

由于 𝑎2 + 𝑎 + 7的判别式为 1 − 28 < 0，实数范围内只有候选值 𝑎 = 1。
当 𝑎 = 1时，可找到非零二阶子式，例如 ����� 1 −2

−2 1

����� = −3 ≠ 0,

且三阶行列式为 0，所以秩为 2。该结构的规范分析路径是：先用三阶行列式给出候选值，再用二阶子式确认
秩没有降到 1。

考点：向量组的秩与极大线性无关组
知识点 把向量作为列组成矩阵并化为阶梯形。非零行数就是向量组的秩；主元列对应原向量中的一个极大
线性无关组。行最简形中非主元列的坐标可以读出其余向量的线性表示。

典型例题

向量组

𝜶 1 =

©­­­­­­«
1

4

0

2

ª®®®®®®¬
, 𝜶 2 =

©­­­­­­«
2

7

1

3

ª®®®®®®¬
, 𝜶 3 =

©­­­­­­«
0

1

−1
1

ª®®®®®®¬
, 𝜶 4 =

©­­­­­­«
3

10

2

4

ª®®®®®®¬
的秩、一个极大线性无关组及其余向量的线性表示。
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【解】构造矩阵

M =

©­­­­­­«
1 2 0 3

4 7 1 10

0 1 −1 2

2 3 1 4

ª®®®®®®¬
.

初等行变换得

M →

©­­­­­­«
1 0 2 −1
0 1 −1 2

0 0 0 0

0 0 0 0

ª®®®®®®¬
.

非零行数为 2，所以向量组的秩为 2。主元列为第 1、2列，故一个极大线性无关组为

𝜶 1,𝜶 2.

由行最简形可读出
𝜶 3 = 2𝜶 1 − 𝜶 2, 𝜶 4 = −𝜶 1 + 2𝜶 2.

例题变式

向量组

𝜶 1 =

©­­­­­­«
1

1

2

3

ª®®®®®®¬
, 𝜶 2 =

©­­­­­­«
1

−1
1

1

ª®®®®®®¬
, 𝜶 3 =

©­­­­­­«
1

3

3

5

ª®®®®®®¬
, 𝜶 4 =

©­­­­­­«
4

−2
5

6

ª®®®®®®¬
的秩、一个极大线性无关组及其余向量的线性表示。
【解】以向量为列组成矩阵并化简：

©­­­­­­«
1 1 1 4

1 −1 3 −2
2 1 3 5

3 1 5 6

ª®®®®®®¬
→

©­­­­­­«
1 0 2 1

0 1 −1 3

0 0 0 0

0 0 0 0

ª®®®®®®¬
.

秩为 2，极大线性无关组可取 𝜶 1,𝜶 2。并且

𝜶 3 = 2𝜶 1 − 𝜶 2, 𝜶 4 = 𝜶 1 + 3𝜶 2.
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考点：基础解系的等价替换
知识点 若 𝜶 1,𝜶 2,𝜶 3 是齐次方程组的一组基础解系，则任何由它们线性组合得到的新向量组仍是解向量组。
新向量组是否仍为基础解系，关键看新向量组是否线性无关。

典型例题

设 𝜶 1,𝜶 2,𝜶 3是齐次线性方程组 AX = 0的一个基础解系。分析

𝜶 1 + 𝜶 2, 𝜶 1 − 𝜶 2, 𝜶 3

的基础解系性质。
【解】设

𝑐1(𝜶 1 + 𝜶 2) + 𝑐2(𝜶 1 − 𝜶 2) + 𝑐3𝜶 3 = 0.

合并同类项：
(𝑐1 + 𝑐2)𝜶 1 + (𝑐1 − 𝑐2)𝜶 2 + 𝑐3𝜶 3 = 0.

因原基础解系线性无关，所以
𝑐1 + 𝑐2 = 0, 𝑐1 − 𝑐2 = 0, 𝑐3 = 0.

解得 𝑐1 = 𝑐2 = 𝑐3 = 0，故新向量组线性无关，仍为基础解系。

例题变式

设 𝜶 1,𝜶 2,𝜶 3线性无关。分析

𝜶 1 + 𝜶 2, 𝜶 2 − 𝜶 3, 𝜶 1 + 𝜶 3

的线性相关性。
【解】相对于基 𝜶 1,𝜶 2,𝜶 3，三个向量的系数矩阵为

©­­­«
1 0 1

1 1 0

0 −1 1

ª®®®¬ .
其行列式为 0，因此这三个向量线性相关。

典型例题

设 𝜶 1,𝜶 2,𝜶 3线性无关，分析

𝜶 1 + 𝜶 2, 𝜶 2 + 𝜶 3, 𝜶 1 + 𝜶 2 + 𝜶 3
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的线性相关性。
【解】相对于基 𝜶 1,𝜶 2,𝜶 3，三个向量的系数矩阵为

©­­­«
1 0 1

1 1 1

0 1 1

ª®®®¬ .
其行列式为 ��������

1 0 1

1 1 1

0 1 1

�������� = 1 ≠ 0.

因此该向量组线性无关。用系数矩阵分析，是处理“由已知无关向量组线性组合而成的新向量组”的通用方式。

考点：非齐次线性方程组解的结构
知识点 若 𝜼1,𝜼2都是非齐次方程组 AX = 𝒃 的解，则

𝜼1 − 𝜼2

是对应齐次方程组 AX = 0的解。非齐次方程组通解为

一个特解 +对应齐次方程组通解.

典型例题

已知 4元非齐次线性方程组 AX = 𝒃 满足 𝑅(A) = 𝑅(A, 𝒃) = 3，且 𝜼1,𝜼2,𝜼3均是其解，

𝜼1 =

©­­­­­­«
1

0

−1
1

ª®®®®®®¬
, 𝜼2 + 𝜼3 =

©­­­­­­«
2

−1
1

0

ª®®®®®®¬
.

AX = 0与 AX = 𝒃 的通解结构。
【解】未知量个数为 4，𝑅(A) = 3，所以齐次方程组基础解系只含一个向量。由非齐次解的性质，

2𝜼1 − (𝜼2 + 𝜼3) =

©­­­­­­«
0

1

−3
2

ª®®®®®®¬
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是齐次方程组的非零解，故

AX = 0的通解为𝑘

©­­­­­­«
0

1

−3
2

ª®®®®®®¬
.

又 𝜼1是非齐次方程组的一个特解，所以

AX = 𝒃 的通解为
©­­­­­­«
1

0

−1
1

ª®®®®®®¬
+ 𝑘

©­­­­­­«
0

1

−3
2

ª®®®®®®¬
.

例题变式

已知 AX = 𝒃 是 4元非齐次线性方程组，𝑅(A) = 3，且

𝜼1 + 𝜼2 =

©­­­­­­«
2

0

−2
2

ª®®®®®®¬
, 𝜼1 + 𝜼3 =

©­­­­­­«
2

−1
1

0

ª®®®®®®¬
均由其解向量组合得到。关注对应齐次方程组通解与非齐次通解结构。
【解】两个非齐次解组合的差仍是齐次方程组的解：

(𝜼1 + 𝜼2) − (𝜼1 + 𝜼3) =

©­­­­­­«
0

1

−3
2

ª®®®®®®¬
.

因 4 − 𝑅(A) = 1，该非零向量可作为基础解系，故齐次通解为

𝑘

©­­­­­­«
0

1

−3
2

ª®®®®®®¬
.
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又

𝜼1 + 𝜼2

2
=

©­­­­­­«
1

0

−1
1

ª®®®®®®¬
是非齐次方程组的一个特解，故非齐次通解为

©­­­­­­«
1

0

−1
1

ª®®®®®®¬
+ 𝑘

©­­­­­­«
0

1

−3
2

ª®®®®®®¬
.

8


